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SUR LA L-PSEUDO- SOLUTION D’UN PROBLEME MAL POSE
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Résumé

Dans ce travail, nous considérons une équation a opérateur Ax = u ou A est linéaire, défini sur un
espace de Hilbert, a inverse non continu et a second membre u n'appartenant pas a l'image.
Evidemment, la solution au sens classique n'existe pas et I'écriture 4™'u n'a pas de sens.

Pour résoudre ce probléme que posent de nombreux domaines des sciences expérimentales, le
second membre u étant souvent le résultat de mesures, nous proposons une procédure récurrente qui
converge presque sirement et en moyenne quadratique vers la L-pseudo-solution, et pour laquelle
nous construisons un domaine de confiance.

Mot clés: Equation a opérateur, probleme mal posé, quasi-solution, L-pseudo-solution,
inégalités exponentielles, domaine de confiance, convergence presque slre, convergence
en moyenne quadratique.

Abstract

In this work, we consider a linear equation Ax = u with an operator A defined in a Hilbert space
with a non-continuous inverse and whose second member u does not belong to the image. Obviously,
a classical solution does not exist and A" does not make any sense.

To solve this problem encountered in many experimental fields of science, where the second
member u is the result of measurements, we propose a recurrent procedure which converges almost
surely and in the quadratic mean to the L-pseudo-solution and for which we build up a confident field.

Key words: Operator equation, lll-posed problem, quasi-solution, L-pseudo-solution,
exponential equalities, confident field, almost surely convergence, mean square
convergence,

Classification: AMS 65J10 ; 47A50.
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Soient E, F' et G trois espaces de Hilbert, 4 un opérateur linéaire borné
de £ dans F a image ImA4 non fermée dans F et a noyau kerd réduit a {0}
dans E. Soit L un opérateur linéaire bijectif et borné de £ dans G.

Notons l'opérateur B=AL"!. Sans nuire a la généralité, nous supposons

que ||B|| < 1.
Considérons 1'équation a opérateur
Ax =u 1.1
X ou uefF et x est l'inconnue recherchée dans E.
Pour situer ce probléme dans le cadre des mathématiques appliquées,
Ax = u ize S Alrs yriad Al o2a (8 nous supposons que le second membre de 1'équation (1.1) est le résultat de

Jisa 93y Hilbert sbiad A o jza i 4 Cus mesures et n'est donc connu qu'approximativement [2,3] et que A n'est

i Y Aalaall S Casdall 5 gl ¢ uSe pas borné sur Imd, ce qui est le cas lorsque 4 est un opérateur compact.

_\; ST ssg,u.‘)&j\ pseiall dall aidally 3 ya"j\ &)l Ce type de probléme est appelé probléme essentiellement mal posé [7].
lalina i A-TALS) Ainsi, en effectuant une série de n expériences indépendantes, on

Loy ol r"JM‘ Lga ks g,—“‘ A< o2a Jal obtient un échantillon {u1, ua,..., u,} de taille n.

£ ns B LIE A iR e o

Pour simuler le processus d'apparition d'erreurs, posons

i ilea da 4L Oo ot gal e ty =ty +&j =12, (1.2)

AT Glase (2250 (A Hde

avec u,, représentant une valeur de référence inconnue et appartenant a

A ASEe | ize ol dblee rdualidal) Eilalslf ImA et (£;) une suite d'éléments aléatoires indépendants, de méme loi de

ALY e dul Clan)yie s 4] | = bl probabilité et vérifiant la condition de Cramer:
1
Bl <5 Bl I?Hm2, meN,m>2, (1.3)
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H étant une constante et E

mathématique.
Ceci étant, il est naturel de considérer la moyenne

positive l'espérance

empirique u comme valeur approchée du second membre
de 1'équation (1.1) et le probléme revient a considérer
I'équation

Dans ce travail, nous proposons une méthode

stochastique de recherche de solution approchée et stable au
probléme (1.4).

2. PRELIMINAIRES

Quasi-solution [4]

Soit M une partie non vide de E. On appelle quasi-
solution sur M de I'équation (1.4), lorsque elle existe, tout
¢élément xx de M vérifiant

2.1)

inf

”A)C* —u“ =
xeM'

‘Ax - u”
Nous noterons l'ensemble des quasi-solutions sur M par

-, c'est a dire
o d

Si M est compact, la quasi-solution existe pour tout

inf (2.2)
xeM

QI; =<x* eE:”Ax* —L_1H=

Remarque

u€FE [7]. Si en outre ;eAM, il existe une unique quasi-
solution et elle coincide avec la solution exacte de
'équation (1.4).

Proposition

Si l'ensemble M est convexe, alors ['ensemble Q; des
quasi-solutions est convexe.
Démonstration

La fonctionnelle xe/ |—>||Ax—u|| étant convexe, son
ensemble des minimisants est convexe.

L-Pseudo-solution [1,5]

On appelle L-pseudo-solution de I'équation (1,4) toute
quasi-solution dont l'image par L dans G est de norme
minimale. Autrement dit si x* est une L-pseudo-solution,
alors

“L}* 2.3)

= inf ||Lx*||
X EQ

Théoréme 1

Soit P le projecteur orthogonal sur ImA; si Puelm4,
alors

O —fvu e B dvi=Pu } (2.4)
et la L-pseudo-solution sur une partie convexe M de E de
l'équation (1.4) existe et est unique.

Démonstration

Comme y—Py est orthogonal & Ax— P;, nous avons

34

—n2 -2 - —12
”Ax—u” =”Ax—PuH +”u—Pu” . (2.5)

Si x« est une quasi-solution, alors elle vérifie la relation

(2.1).
En appliquant (2.5) aux deux membres de (2.1), on
obtient

Ax« = Pu. (2.6)
Inversement, si la relation (2.6) est vérifiée, alors
I 2
O I e S e
xeM
(2.7)

Par conséquent, x« est une quasi-solution.
Montrons, maintenant,

solution.

I’existence de la L-pseudo-

)

n’est pas vide et est minoré dans R. Soit o sa borne
inférieure.

La propriété caractéristique de la borne inférieure dans
R donne

Comme Q- n’est pas vide, I’ensemble {|Lx* R
u

VneN", Elx*neQ;:aS"Lx*n”<a+%. (2.8)

Remarquons que la suite ("Lx*n ||) converge vers a.
n

L’identité du parallélogramme appliquée aux éléments

Lis(yp) €t Lots,, puis a Axr(yp)—u €t Axs, —u donne

pour tout entier naturel P

Lxx(4 p) = Lxxy, 2 —l"Lx 2 1 2
2 ) *(VHP)" + 2"Lx*n I
~ Lxs(y4 p) + Lxxy, 2 29)
et
A(M] 2_1“Ax*( _;“2+l“Ax* _;“2_
B 5 n+p) 5 n
2
H H*”J u (2.10)
Soit
pa=in —_”. 2.11)

Comme la suite (x«, )n appartient & Q- de (2.9) et

(2.10) découlent les relations suivantes

LX*(n+p)—LX*n z_a L
2 T n n2
et
x( ) X 2 x( )+x 2
Hotp) T N2 g k) T
JENES N LT
2.12)

Ce qui veut dire que la suite (Lxs, ), (respectivement
(4xs,), ) est de Cauchy dans l'espace de Hilbert G
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(respectivement dans F').
Soit
Lx*=1im Lxx,.
n—>0
Comme

| e~ = inf |

par passage a la limite, puisque 4 est continu, nous avons
“Ax* —u“= inf ‘Ax—u“ .
xeM

Ce qui veut dire que x+ est une quasi-solution de
I'équation Ax=u.
D'autre part, par passage a la limite dans (2.8) on obtient

“L}*

=oa= inf ||Lx*||
Xk €l
u
Donc x# est une L-pseudo-solution.

L'unicit¢ de la L-pseudo-solution résulte aussi de
l'identité du parallélogramme et la convexité de 1'ensemble

o
Pour la suite de ce travail, nous proposons la procédure
récurrente suivante

Lx, . =Lx,—B*Ax, +B*u+a,B"¢, (2.13)

ol B* est l'opérateur adjoint de B et (a,, )n une suite de

nombres réels positifs, telle que

lim a,, =0.
n—>0

(2.14)

Lemme 1

Si PueImA et si on pose Lz, | =Lx,., —Lxx, alors la
procédure (2.13) peut étre réécrite sous la forme:

n
Lz, =D"Lz, +Zan_kaB*§n_k
k=0

(2.15)

ou
D=1-B*AL!. (2.16)
Démonstration

En retranchant Ly« aux deux membres de I'égalité

(2.13), tout en tenant compte de l'appartenance de Pu a
Im A et du théoréme 1, on obtient

Lz, =DLz,+a,B"¢,. (2.17)
En itérant cette relation, on obtient (2.15).
Lemme 2
Pour tout z dans G, nous avons
lim”D”z =0. (2.18)
n—>0

Démonstration

Remarquons d'abord que 'opérateur D est borné dans G
et montrons que
|D]|<1.

Pour ceci, raisonnons par 1'absurde.

(2.19)

Soit a>1 tel que
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BE up (-84t | =a.
I

(2.20)

En utilisant la propriété caractéristique de la borne
supérieure et en développant les calculs, on obtient

||B||2:2. Ce qui contredit I'hypothése ||B||£1. Donc

|Dj|<1.
D'autre part, 1'inégalité
|7 |<]p]" 2.21)
donne
tim [0 =0 (2.22)
n—>0
et comme Vne N, D" est un opérateur continu, alors
vzeG, [ <|D”||] (2.23)

Le passage a la limite donne le résultat.

Lemme 3

Sl (an )n
convergente de limite 0, alors

n
. k
Jim 3 ar-2f o

est une suite de nombres réels positifs

Démonstration
En vertu de la convergence de la suite (g, )n et de la

progression géométrique (”D"") vers zéro et de la
n

décomposition suivante

n N n
k n ag n 3
a,|D|" =[D] +Iol .
2 Ziop 1 2 o
nous obtenons le résultat.
Conséquence
n
. 2k
tim St P <o @24
Lemme 4.
1l existe une suite de variables aléatoires (’7k )keN
telles que
I)Eﬂk = 0
m
2o, 4 D456, 4" < B

1445

2

a,  D¥BE, " meN, m>2

3)Enpr s(

(2.25)

m-2
J E
Démonstration
Soit { une variable aléatoire discréte indépendante de
¢, telle que:

Pi=z=p
P{C=-z}=1-p

ou z; etz sont deux valeurs positives.

(2.26)
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Par ailleurs, nous supposons que la variable aléatoire (
est telle que:

EC=0, E(2=1, E3=1. (2.27)

11 suffit alors de prendre
N =C|lan i D¥B*E, | (2.28)

Corollaire.
n n
Ecosh| 1> a, D¥B"¢, | |<Ecoshl £ ) n | (2.29)
k=0 k=0

Cette  inégalit¢é  découle  immédiatement du

développement en série entiére de la fonction cosinus
hyperbolique.

3. INEGALITES EXPONENTIELLES

Dans ce paragraphe, nous établissons des inégalités
exponentielles du type Bernstein-Fréchet qui vont nous
permettre de construire un domaine de confiance pour la L-
pseudo-solution de 1'équation (1.4).

Théoréme 2
Pour tout ¢ positif, on a

g2

165 ][ z Edi

P{ [£5,1 ~ L0s

>g}2exp -

3.1
Démonstration
D'apres le lemme 1, on a
_ n
P{”anH—Lx* >3}SP Dn+lzo+zan_kaB*§n_k >et.
k=0
(3.2)

En utilisant I'inégalité triangulaire et les propriétés des
probabilités, on obtient

n
P{”Lx,m—Lx* >s}sp D 4,k DFBE, | >e~| D"z
k=0
(3.3)
D'apres le lemme 2, pour n assez grand, nous avons
+1 &
"D” zo||£ 5 (3.4)
Par conséquent, pour n assez grand, on a
n
P{”anH—Lx* >g}sp >4, DEBE, 4 >S1 (3.5)
2
k=0
L'inégalité de Chernoff donne
P{“anﬂ—L}* >g}s
n
2exp( jEcosh 1> a, 1 D*BE, || (3.6)
k=0
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Il résulte de l'indépendance des variables aléatoires 7, ,
k=0,...5n etdesrelations (2.29) et (3.6)

> £}< exp( jHEexp my ) (3.7)

En tenant compte de FEy, =0 et du développement

{”an 1 —Lxs

limité en 0 de la fonction exponentielle, on trouve
2. tm Ept
Eexp(mk)=1+z il

m=2

]m —2
3.9)

En vertu des relations (1.3) et du lemme 4, on obtient

a2 2 |pH| Bl

(3.8)

Par ailleurs

Eexp(t;yk <1+ Ztm (1+‘/_

nkak B*fnfk ||m

Eexplmy )£1+ 5
) m-2
thm2a2":k2||Dkllm_2[l+zﬁ] e
m=2
(3.10)
En choisissant dans l'inégalité précédente
1
(3.11)
ap i |DH1+5
on obtient

Eexp(tn; )< exp(arzl_ktz |p* ||2 Ela|? ) (3.12)

Alors l'expression (3.7) s'écrit

>g}<exp(—+l‘2E”fl|| Z n— k"Dk" ]

(3.13)
Le second membre de 1'inégalité précédente est minimal
pour

{‘an = —Lxs

&

- n
aela]” Y a2 |oH|’
k=1

En remplagant dans (3.13) ¢ par ¢*, on obtient
2

(3.14)

&

16E |5 | ki:larzl—k "D g "2

P{ R~

>.€}Sexp -

(3.15)
Remarque
En vertu de l'inégalité (3.15), nous avons
- - -1
P{ Xpq] =X >£}SP{ HanH—Lx* >£||L_1|| }
6‘2

<exp| —

el St o

(3.16)
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Or, d'aprés (2.24), on a

g2

ngrfooexp - 2 & 2 =0
16E ] |- X ar e [0
k=1

Donc, pour un seuil donné yp, il existe un entier naturel
n, pour lequel nous avons

(3.17)

nzn, =>exp| - g2n <7- (.18
okl 3 o
Par conséquent, _
Plly -] o1 (3.19)

ce qui veut dire que la L-pseudo-solution appartient a la
boule fermée de centre Xp 41 ©t de rayon & avec une

probabilité supérieure ou égale a 1- .

4. CONVERGENCES

Dans cette partie, nous ¢étudions les deux modes

essentiels de convergence de la procédure (2.13) vers Lxx.

Théoréme 3
La procédure (2.13) converge presque sirement et en

moyenne quadratique vers [xx.

Démonstration

La convergence presque slirement découle du théoréme
2. En effet, nous avons

&2

lw%féﬁwmw

En appliquant la régle de Cauchy sur les séries a termes
réels positifs a

P{ |5y~ L L (@)

>5}Sexp -

&2

16£]5 [ kf_laﬁ_k oA |

u,=exp| —

nous obtenons

>g}<+oo, 4.2)

+x —
ZP{”an — L+
n=1
d'ou le résultat.
Pour montrer la convergence en moyenne quadratique,
on utilise la structure hilbertienne de G. Nous avons
2

n
D20+ @, D¥BE,
k=0

n
2
=z +2<Dn+lzo,Dn+lz0+Za,,_kaB*§n_j +
k=0

2 & . .
a, k D¥BE, +2z<an_i013*5n_i,a,,_ijB*gn_j>.
i) 4.3)

n
2
k=0

En prenant l'espérance mathématique des deux
membres de I'égalité précédente, tout en tenant compte de
sa linéarité, vérifions que chaque terme du second membre
tend vers 0.

En effet, le premier terme étant non aléatoire, d'apres le
lemme 2

. 2 . 2
lim E||D”+lzo|| = lim ||D”+1zo|| =0.
n—>+o0 n—>+0

L'opérateur DKB* ¢tant linéaire et EE, =0,

(4.4)

n
2
E( D™z, Dz +Zan_kaB*§n_k>:||D"+1zo|| ,
k=0
4.5)
qui tend vers zéro de part le lemme 2.

En utilisant l'inégalit¢ de Cramer (1.3) pour m = 2 et
(2.24), on obtient la convergence vers zéro du troisieéme
terme du second membre de (4.3).

En vertu de l'inégalité de Holder, le dernier terme vérifie

E<an_l'DiB*§n—i 9an—ijB*éﬂ—j >

2 1/2
(ebwosa ) s

Comme

. 2 1/2 ' P 1/2
(Ao, ) <o o 2] . @)
en utilisant le lemme 3, on
n
Jim 32

Par conséquent

_ ,\1/2 (4.6)
e )"

. ) 1/2
a, DB ¢, ) =0. (4.8)

n
lim ;E<an_l~D’B Ey-1r@y;DIBE, ;)=0.  (49)
La convergence de 1'espérance mathématique de chaque
terme de (4.3) vers zéro et la relation (2.15) entraine la

convergence en moyenne quadratique de la procédure

(2.13) vers L.

Application

Soient L? ([-1,+1]) l'espace des (classes de) fonctions de
carré intégrable et (> l'espace des suites numériques

+o0
(¢) pey Vérifiant la condition Zcrzl <40,
n=0
Considérons 1'équation de Fredholm de 1° espéce

]-K(t,s)x(s)ds = u(t)

ou K(.,.) est une fonction numérique continue dans le
+1+1

pavé [-1,+1]* telle que J.J.|K(z,s]2dsdz§1 et x(.) une

(4.10)

—1-1
fonction inconnue recherchée dans L*([-1,+1]).

En posant
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Ax(t): ]K(t,s)x(s)ds ,

il est clair que 4 est un opérateur compact ; donc ImA4 #
L*%([-1,+1]) et A! n'est pas continu sur Im4 [6,8].
D'autre part, on considére l'isomorphisme L
L. 2([-1,+1])—¢2
xl—)(ao,ap,ﬂp N
ou ay, a,et f,sont les coefficients de Fourier de la

fonction x définis par
+1
jx(t)cos pntdt, peN
-1

+1

By= J.x(t)sinpmdt, peN™.
-1
Supposons que le second membre de 1'équation (4.10)
est le résultat de » mesures, la iéme s'écrivant
u®=u, (1) +&;(0),

avec u,, représentant la valeur exacte, inconnue, du second

%p

membre de 1'équation (4.10) et &;(¢) un bruit blanc gaussien
tel que
E&0)=0 . E220)=o
et pour lequel la condition de Cramer (1.3) est vérifiée.
Ceci étant posé, I'équation (4.10) devient
Ax=u. (4.11)
ol 4 estla moyenne arithmétique des n mesures observées.

Remarquons que si u n'est pas continue sur [-1,+1],

38

I'équation (4.11) n'a pas de solution au sens classique car 4x
est une fonction continue sur [-1,+1].

Cet exemple illustre parfaitement notre démarche.

Dans la procédure (2.13), notons que

A75,0)= [| [Kle)lo s e, (5

-I\-1

et qu'il est suffisant de prendre a, 1 et x1(?).
n

Remarque

Dans la pratique, pour simuler le processus d'apparition
d'erreurs pendant les mesures, on utilise des programmes
d'informatique de création d'échantillons artificiels.
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