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Résumé

Dans ce travail on considére un systéme d’équations modélisant le mouvement de I’atmosphére avec la transition de
phase gaz-liquide de 1’eau dans un domaine d’une dimension verticale et on démontre 1’existence et ’unicité de la
solution locale.
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Abstract

In this paper we consider an equation system modelling the motion of the atmosphere with the gas-liquid phase

transition of the water in a domain of one vertical dimension and we prove the existence and uniqueness of the local
solution.
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| - INTRODUCTION

Méme si la description du mouvement de 1’air avec la
transition de phase de 1’eau, donc avec d’éventuelles gouttelettes
d’eau, est cruciale pour la modélisation des phénoménes
atmosphériques et météorologiques, 1’étude mathématique de ce
phénomene est peu développée jusqu’a maintenant a cause de sa
complexité. Dans [2] on a proposé un modéle mathématique pour
le mouvement de 1’air avec la transition de phase de ’eau et
démontré un théoréeme d’existence et d’unicité pour un systeme
d’équations approché de ce modele

Le but du présent travail est de démontrer 1’existence et
I’unicité de la solution locale d’un systéeme d’équations
analogue a celui de [2] mais avec quelques modifications. Elles
concernent la description des processus de condensation et
d’évaporation de H20O (voir le paragraphe suivant) et la
détermination de la vitesse des gouttelettes de masse m (voir
(3.2)). A notre avis, ces modifications rendent plus cohérente la
description mathématique des phénomeénes. Dans le systéme
d’équations que nous considérons, a I’exception de voisinages des

extrémités du domaine, la variable spatiale et la force extérieure f
peuvent étre considérées comme la position verticale et le
gradient du potentiel de pesanteur @ (multiplie par -1). Comme
dans [2], ici nous considérons seulement la transition de phase de
I’eau de gaz en liquide et vice versa.

2 - Description de la formation et
I’évaporation des gouttelettes.

Pour décrire la formation et I’évaporation des gouttelettes,
rappelons d’abord que la condensation aura lieu quand la densité
de la vapeur d’eau notée m(x, t) dans 1’ air dépasse la densité de
la vapeur saturée notée 7, = 4(T), qui est fonction de la
température T, et que I’évaporation de 1’eau des gouttelettes aura
lieu quand m(x, t) < 7 (T).

Introduisons une fonction S;(m) qui représente la surface des
gouttelettes de masse m, ou nous considérons m comme la somme
de la masse de H20 et de celle des noyaux (dits aérosols) a
I’exception des gouttelettes d’eau de diamétre trop petit. Nous
supposons que
(2.1)

(2.2) S(m)=0 pour 0 <m < %,

S,(m) € ([0, ),
Si(m) =
2 12
33(4m)3m3 pour m =y,
avec 0 < m, < my < oo (M, et My, représentent les bornes
inférieure et supérieure
de la masse des aérosols susceptibles de la formation de
gouttelettes).

Avec S;(m) ainsi définie et avec m(x, t) et T4 (T), nous
introduisons la quantité de condensation sur les gouttelettes
de masse m (par unité de masse)

(2.3)  hy(m) = hgy(T,m,m) = K, (m — s (T)),
ou K; est le coefficient positif de la vitesse de
condensation ou d’évaporation. On introduit
également la quantité totale de condensation sur

toutes les
gouttelettes

Si(m)

(2.4) HY(T,m,0) = K, (m — 75(T)) fom%a(m)dm,

10

ou ag(m) désigne la densité de H20 en I’état liquide
contenue dans des gouttelettes de masse m. On a évidemment

m~1s;(m)

m’_lsl(m’)o(m’)dm

hy,(m) = = -Hg (T, m,0).

En outre, on introduit la probabilit¢ avec laquelle une
gouttelette de masse m apparait avec le début de condensation et
celle avec laquelle une gouttelette de masse m disparait suite a
I’achévement de 1’évaporation. On définit la probabilité de la
formation de nouvelles gouttelettes de masse m donnée par

(2.5) GoM)[N* = N(o)]*[m — 7(T)]*,

ou N* est le nombre total de gouttelettes qui peuvent étre formées
dans 1’unité de volume tandis que N (o) représente le nombre
dans I’unité de volume des aérosols qui se trouvent déja dans des
gouttelettes et est donné par

N(o) = fo°° ”:1“) dm + C; fom o(m)dm.
De maniére analogue on définit la probabilité de disparition des
gouttelettes

(2.6) gr(m)[m — s (T)]".

Comme au moment du début de la condensation ou de
I’achévement de I’évaporation la masse de la gouttelette m est
celle du noyau (aérosol) qui ne s’annule pas, on suppose que

(2.7) go(), g1 € C*([0, ),
[Mq, Mal,  supp g1() < [0,M,].

supp go() ©

Pour les aspects physiques sur lesquels cette modélisation est
basée, voir [3], [5], [6] etc...

3 - Systéme d’équations.

Les quantités physiques que nous devons considérer sont
ladensité de 1’ air sec g, la densité de la vapeur m, la densité
de I’eau liquide o (m), la vitesse de 1’ air v, la vitesse des
gouttelettes u(m), la température T et la pression p. On
suppose que la pression est déterminée par I’équation

l) T,

S

Ha

3.1)

ou R, u, et u, sont respectivement la constante universelle
des gaz, la masse molaire moyenne de 1’air et la masse
molaire de I’eau. D’autre part, supposons que la vitesse u(m) des
gouttelettes de masse m est donnée par

1
ay(m)

(3.2) u(m,x,t) =v(x,t) — fs
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ou v(x,t) est la vitesse de 1’air, a;(m) le coefficient de
frottement entre les gouttelettes et [’ air et f = g la force
extérieure donnée par le gradient d’un potentiel P(x).
On suppose que a;() € C1([0,%0), a;(m)>0VmE
[0, oo[.

Nous allons considérer le systéeme d’équations dans le
domaine en une dimension I =]0,1[, aux extrémités duquel nous
posons les conditions aux limites homogenes pour v et les
conditions non-homogénes T(0,t) = ar, T(1,t) = by pour T.
11 nous est commode de considérer, au lieu de T, la fonction
inconnue ¥ définie par

Dans la suite toutefois nous continuons a utiliser T dans
I’expression de 74(T) et les expressions qui le contiennent,
mais dans les calculs nous devons traiter 9, en rappelant (3.3).

D’autre part pour les difficultés techniques pour le
moment insurmontables, dans les expressions concernant la
condensation et I’évaporation, au licu de hgl(T, m,m) et

Hgl (T, m, o) définis dans (2.3) et (2.4), nous allons considérer

(G4)  hg(T,mm) = K 2 (0,(m) — T, (T)),
(3.5) H (T, m,0) = Ky (85 () = (1) J;” 22 o (m)dm,

ou O4(m) est la moyenne locale de (x) avec une fonction de
poids convenable, par exemple
—Yy2
fo e "8 ay
Os5(m) == =
5( ) fle_(¥)2dy
0

(3.6) , §%0.

Nous allons envisager dans le domaine / =]0,1[ etpourt >
0 le systéme d’équations pour les inconnues v, 9, g, et a(m)

(3.7) (o + m)(8,v + vd,v) = ndZv — RI, [(Mi + Z—h) @ +
To)| = (¢ + 7 + [ c(m)dm)f .

(3.8) (0 + m)c, (8,9 + v3,9) + R (f + #lh) 9 +Ty)d,v =
= k079 + n(0,V)? + Erqq + Ly Hy — (0 + m)c,v0, Ty

(3.9 9;0 + 0,(ev) =0,
(3.10) 0, + 0, (mv) = — Hy (T, , 0),
3.11) d,0(m) + ax(a(m)u(m)) +

O (m hg, (T, m, m)a(m)) = —hy(T,m,m)a(m) +
+%f0mﬂ(m —m',m") o(m)o(m—m')dm' —

m [° pm,m") o(m)a(m)dm' + +go(m)[N" —

N(U)r[ 05(m) — T(D]* = g1(m) [ ©5(7) — T ()]~ (m),

ounestle
coefficient de

11

viscosité, ¢, la chaleur spécifique de 1’ air, k le coefficient de
thermoconductibilit¢, Ly, .1a chaleur latente, E'.,4 la source de
chaleur (comme celle due a la radiation) et 8 (m, m") la probabilité
de rencontre entre une gouttelettes de masse m et une de masse m';

, Cy, K et Ly, sont considérés comme constantes strictement
positives. Les équations (3.7)+(3.9) sont formulées sur la base de la
mécanique des fluides classique (voir par exemple [4]), tandis que les
équations (3.10)-(3.11) résultent des considérations du paragraphe
précédent (voir aussi [2]).

Le systéme d’équations (3.7)-(3.11) doit étre considéré avec les
conditions aux limites

(3.12) v=0,9=0 pour x =0etx=1.

4 - Résultat principal.

Pour construire la solution des équations (3.7)-(3.11), au moins dans un
intervalle de temps suffisamment petit, considérons les données
initiales

(4.1) v(0,) = vo() € Hy (D),
(4.2) 9(0,) = 9,(*) € Hy(D),
(4.3) 0(0,) =0o(") €
HY(D), iNfrer0o(x) >0

4.4) n(.,0) =my(.) € H'(), infmy(x) >0,

x€l
4.5) o(.,.0) =0,(.,.) € HY(D,), o0,(x) =0, suppo, C
[ma: Ml] X [011]:
Ou
D, =R, xIet0 < M; < . Nous supposons que

(4.6) f e HX(D), f(0) = f(1) =0,
(4.7) Eyaq € Ligc(0,00,12(D)),

(4.8)B(,.) € C'((RY?), B(m,m) =0

sim+m' >, (0< M, <)

La condition (4.8) est motivée non seulement par des raisons techniques,
mais aussi par le phénomene d’éclatement des grosses gouttelettes
suite a la friction avec 1’air. On a :

Théoréme A

11 existe un t> 0 tel que dans lintervalle [0,t] le systéme
d’equations (3.7)-(3.11) avec les conditions aux limites (3.12) et
les conditions initiales (4.1)-(4.5) admette une solution
(v,9,0,m,0) et une seule dans la classe

v,9 € L”(0,& Hy (D)) n L2(0,& H2(D)),
ee C([0,E; H' (D),  inf o(x,t) >0,

(x,t)erx[o,t]
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e C([0,£]; HX(I)), inf w(xt) >0,
(x,t)erx[o,t]

oe C([0,t,]; HY(D,)), o = 0.

5 Equations linéarisées pour les
densités.

Pour démontrer le théoréme A, on commence par la résolution des
équations de continuité de 1’ air sec, de la vapeur d’eau et des
gouttelettes de masse m avec v = ¥,9 =9 données. On
considére d’abord 1’équation linéaires en g, w et

(5.1)
(5.2)

0c0 +0,(e?) =0,
0,m + 0, (nv) = — Hy (T, @, 5),

(5.3) 9,0(m) + ax(a(m)ﬁ(m)) +

a,. (m hg (T, 7, m)a(m)) = — hyy (T, 7, m)a(m) +
+%f0mﬁ(m —-m',m)a(m)e(m—m"dm' —

m foooﬁ(m, m') 5(m)a(m’)dm’ + +g,(m)[N* —

N@)]' 105 = F(D]* = 9:0m)a(m) [ 05() - 7(T)]7,
ol =v — ailf,T =T, + det v, I, 0, T eta sontdes fonctions
données dans I X [0,t;] (t; > 0) satisfaisant aux conditions initiales
(4.1)-(4.5) et telles que

(54) v e L*(0,ty; Hy (D) N L2(0, ty; H2 (D)),

(5.5) 9 € L°(0,t,; HE (1) n L2(0, ty; HA(D)),

(5.6) oeC([0,t,]; H(D)), inf

(x,t)eIx[0,t1]

o(x,t) >0,

(5.7) e C([0,t,]; HX(D),

(5.8) ae C([0,t,]; HY(Dy)).

Pour (5.1) on a le lemme suivant. Ici et dans la suite on
désigne par C une constante qui ne dépend pas de la
solution mais qui peut étre différente d’une formule a
lautre.

Lemme 5.1

L équation (5.1) avec la condition (4.3) admet une solution et une
seule dans la classe

Q€ CO([O' t:]; Hl(l))-

Enoutreona

(59)0 < a,(t) < o(x,t) < By(t) < oo, dans [0,1] X [0,t4],

12

(510) 1l 0(, ) I 1<l Qo 17,y exp(CEY/2 I
v "LZ(O,t;HZ(I)))pour 0<st<t,

ou

t

a,(t) = ing 00(x) exp (—f Il 0,7 ll ooy dt,>,
X€E 0
t

B, (t) = sup g (x) exp (f 05 llpeoqry dt')
xel 0

Démonstration du lemme 5.1

On le démontre de manicre analogue aux travaux précédents
(voir [1], [2], etc...). Plus précisément, a I’aide de la méthode des
caractéristiques on démontre I’existence et 1’estimation (5.9).
D’autre part, pour obtenir (5.10), il suffit de multiplier (5.1)
par o ainsi que la dérivée par rapport a x de (5.1) par d,.0 et
de les intégrer sur I, en utilisant les relations

1 1 1
f 0 (3,0)idx = — = f 020, vdx,
0 2 0

1 1 1
f 0,0 0200dx = — > f (0,0)?0, dx
0 0
(pour les détails, voir les travaux cités ci-dessus).

Lemme 5.2

L’équation (5.2) avec la condition initiale (4.4) admet une solution 7z et
une seule dans la classe ge C([O, t,]; H* (I)) etona

G (L) 12 2SI T 120, €XD fy (€ 11D llyzgy+
1dt' +

t t
+jo I Hg "2H1(1) exp (L C N7 Ngzgy+ 1)dt”> dt’

Démonstration du lemme 5.2

On le démontre de maniére analogue au lemme 5.1.

Lemme 5.3
L’équation (5.3) avec la condition initiale (4.5) admet une

solution o et une seule
dans la classe o€ C([O, t,]; HY (Dz)) etona

(512) + [ CAEE 14100+
1) exp (f; € f(t")de")de,
ou

fl(t) =llv IIH2(1)+” 7§ IIH2(1)+” T ”1-11(1)"'” o ||H1(D2)+ 1;en
outre il existe une constante M > max(M, , M, ) telle que

(5.13) supp o(.,.,t) [%,1\71[ x10,1[ vt € [0, ¢t,].
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Démonstration du lemme 5.3
— 0,0 0,00, (mhgl)dxdm — f 0,0 axama(mhgl)dxd
D',

Définissons d’abord pour I’équation (5.3) les caractéristique D'z
(m(t), x(t))cefo,r,)dans + | 0,00,(hy0)dxdm +
]0, o[ % ]0,1[ par le probléme de Cauchy D',
dm(t) _
(514) dt (t) hgl(T T[ m(t)) m(O) =my € ]0100[; J. J. ﬂ(m m m )a O_(m)a (a(m )O’ (m
(5.15) =2 = w(m(t), x(t), 1), x(0) = xo € 0,1 D1y

Alors, en posant —m'))dm'dxdm +

i, = (mhy, 1), Viny= 0m, 0,7,

M
on peut écrire le premier membre de 1’équation (5.3) dans la forme - f m f B(m,m")d,a(m)d, (6(m)6(m’)) dm'dxdm +
_ d _ D1y 0
0:0 + V. (0tly) = — ° + 0Vimx) Uz,
ce qui nous permet d’utiliser la méthode des caractéristiques pour + f 900,00, ([05(T) — T, (T)]+ [N* - N(@@)] +)dxdm +
obtenir la solution Dry
o(m(t), x(t), t) le long les caractéristiques (m(t), X(t))tefo,z,] » — | 910,00,(G[05(T) — Ts(T)]")dxdm
d’ou I’existence de la solution; Dry
en outre d’aprés les conditions (2.2), (3.4), (4.5), (4.8) et (5.14) il P’our. obtf:nir de’(5.17) une estimation de ¢, nous avons besoin
existe une constante M > max (M, , M, ) satisfaisant a (5.13). d’estimations adéquates
Pour démontrer (5.12), on multiplie d'abord 1’équation (5.3) de 0 90,0021 et 00,,60,,0,, (mhg ,). Pour cela, nous rappelons
par g(m) et on I'intégre sur d’abord le lemme suivant.
D', =]0, M[x ]0,1[. En utilisant la relation
J- 0 (0,0 + m hy; 0p,0)dxdm Lemme 5.4
D1y Soit ae HX(D',). On a alors
1 j 5
=-5| o*(m)(0,u(m)
2)p, x (5.18) sup |f a(m,x)dx| < C Il 0 g1,
+ 0y (m hyy))dxdm, osm<M
et en majorant les autres termes de maniére habituelle, compte tenu Démonstration du lemme 5.4
de la définitionde  hg,
etde O5(m) on déduit que 11 suffit de remarquer que
d 2 _ —
(_5.16) Ez” 0 2,y C(Il 057 N+l 7 N0+l
9 llyeey+ 1) 11 0 Iz(p, ,+
+C (17 oy 9 oo+ & ooy + 1) (117 Nzor,)
+1) 10 lz(or,),
D’autre part, en appliquant I’opérateur d,, a I’équation (5.3) eten
multipliant par d,.0
I’équation obtenue, on I’intégre sur D', de sorte que 1’ o n obtient
1
(5.17) = [, 0,(9,0)dxdm = == [, (0,0)? d,tidxdm — sup j o(m, x)dx
27072 27072 o<m<i Jo
[, 00,0(m)d2 udxdm +
D', " 7% * < J’ a(m,x)dxdm|
D',
— f o d,o(m) 0, 6m(m hgl)dxdm sup f o f o(m', x)dxdm’ ‘
D’z 0<m<M mo

B (8,0)2 d(m hgl) ddm + ou m, estun E)oint del’ mtervallel[O , M] tel que
o', fo o(mg, x)dx = |T2|fD’z o(m, x)dxdm,
d’ou par des calculs élémentaires on déduit (5.18).

Cela étant, on a le

13
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Lemme 5.5

Soient o€ HX(D',), ve H2(I), u = v — —

ay(m)

f
hg,(m) la fonction définie dans (3.4),
meHY(I) etTe H*(I). Alors on a

(519) |, o (@,0)0 udxdm| < C 1o 12,5105,y (10 g2+
I f Nyzgry)s
(520) |fy, 9(0x0) 30 (mhgr) (m)dxdm| < C(Il 7 )+

1T Nyzey) o 12 yacp0,)-
Démonstration du lemme 5.5

1
Comme 0Zu = d2v —Maff, ona

$20)|f,, 0 (8,0)03 udxdm| < [)" |
(., m) oy [19:01 (192v] + C|02f ) dxdm.

D’autre part, on a

I U(m, . ) ”L°°(1)S

1 1
f o(m, x)dx +f |0,0(m, x)| dx,
0 0

1
f 10,01 (102v] + C|o2f|)dx
0
< (” a;v ”LZ(I)

1

1 2

+C 102 Nizg) < j |0,0(m, x)|2dx) .
0

En substituant ces inégalités dans (5.21) et compte tenu du lemme
5.4, on obtient

|/, 0 (0:0)0% udxdm| <

M 1
< f (C | o ”Hl(D,Z)-l_f [0,0(m, x)| dx) (I a2v 2
0 0

(5.22)

1
1 7
+1l 02 f ||L2(1)) <f |ax0'|2dx> dm,
0

d’ou on déduit (5.19).
L’inégalité (5.20) se démontre de maniére analogue.

Continuation de la démonstration du lemme 5.3.

I1 n’est pas difficile d’estimer les autres termes de (5.17), en
utilisant éventuellement

foﬁlc?(m’)ldm’.

des variantes du lemme 5.4 et I’inégalité

2 1/2

f (f |6xc7(m’)||c7(m—m’)|dm’) dm

i 1/2
<C (f Iaxcf(m’)lzdm’)
0
Donc on déduit de (5.17) que

(523) 5 050 I220p,y< C(I T g2+

9 g2y 1T Mgyt 1) 1l o W pr,)t

14
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+C (19 2y +I 7 Nyagy+ll & Nyaory+ 1) (16 o)

+1) 10 lyapry).
Maintenant en appliquant 1’operateur d,,, a I’équation (5.3) eten
multipliant 1’équation obtenue par
0,0 etpuis en 'intégrant sur D',,  on obtient une égalité
intégrale de manicre analogue a (5.17) mais avec. d,, au lieu de
d,. L’estimation des termes de cette égalité intégrale ne présente
pas de difficulté particuliére, de sorte qu’on peut obtenir de manicre
habituelle I’inégalité

(5.24)

2oy S U g2+ 9 2y +1 T Nl
+ 1) Il o "12-11(D’2)
++C (19 Nyzqy +1 7 gy 5 llygaor,)

+ 1) (” a ||H1(D'2)+ 1) I o "Hl(D'z)'

d
pr Il 0ol

De la somme des inégalités (5.16), (5.23) et (5.24) on déduit (5.12). Le
lemme 5.3 est démontré.

6 Equations pour les densités de |’eau
avec la température et la vitesse

données.

Considérons maintenant le systéme d’équations pour T et &

avec U et U (et donc T ) données. Plus précisément on
considére le systéme d’équations

6.1 0,1 + 0, (nv) = — Hy (T, m, 0),
(6.2) d.0(m) + Ox(a(m)ﬁ(m)) +
Om (m hg (T, m, m)a(m)) = —hg(T,m,m)a(m) +

m m
+ —f Bim —m',m)o(m)o(m —m")dm'
2 Jo

M
— mj B(m,m") c(m)e(m’)dm' +

0
+g0mM[N* = (@] T0,(0) —7(DI*
— g1(m)a(m) [05(m) — 7, (T)]".

Pour démontrer I’existence et 1’unicité de la solution (7, 0) du
systéme d’équations (6.1)-(6.2)

dans un intervalle du temps suffisamment petit, on rappelle d'abord le
lemme suivant.

Lemme 6.1
Soit Ry >l v llg1y+Il 9o g1y On suppose que
(6.3)
ol L°°(0,t;H1(I))nL2(O,t;Hz(I))+” ol Lw(o,t;Hl(I))an(O,t;Hz(I))
S RO-
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Alors, i existe un t4€]0, t,] tel que, quelques soient
e C([0,t,]; H*(D)) et &€ C([0, t,]; HX(D',)) avec
(6.4)

I oo 6,31 00) S o i+ Lo

” o ” C([O,tz]:HZ(D'Z))

<Il (o) ||H1(D’2)+ 1

la solution (1, 0) d’équations linéarisées (5.2), (5.3)
avec les conditions initiales (4.4), (4.5) satisfasse aux
inégalités

6.35)Im ”C([O,tz];Hl(I))S” o lgrnt+ 1, I

o ”C([O,tz];Hz(D’z))S” Op ||H1(D’2)+ 1.

Démonstration du lemme 6.1

On le déduit immédiatement de (5.11), (5.12), (5.13) et de la
définition de Hg,.

Etant démontré ce lemme, on procéde pour le lemme principal
du paragraphe.

Lemme 6.2

11 existe un t5€)0,t,] tel que le systéme d’équations
(6.1), (6.2) avec les conditions initiales (4.4), (4.5) admette

une solution (TT: ﬂ':] et une seule dans la classe
e C([0,t5]; HX (D)), o€ C([0, t5]; HX(D',))

Démonstration du lemme 6.2
Pour 0 < t < t, posons

I, = C([0,t]; HY (D) x ¢ ([0, t]; H*(D'",))

et définissons ’application G qui, a (T, &) associe la solution
(m, o) des équations
(5.2), (5.3) avec T et ¢ indiqués ci-dessus. Si on pose

Ay = {(ﬂ, o) €le/llm ||C([O,t];H1(I))
sl lprp+ Lo |IC([O,t];H2(D’2))

<Il gy ||H1(D’2)+ 1 },
en vertu du lemme 6.1, on a

(6.6) G(A[t]) c Ap, Vtel0, t,].
Maintenant si on considére les équations (5.2), (5.3) avec
T = ﬁ'l’, g = 51' (L = 1,2),
dont on désigne la solution par m; et g; (i = 1,2), et si on les
multiplie par m; — 7,
et 0, — g, respectivement, aprés l’intégration et des calculs
¢lémentaires, compte tenu
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que 9,7;,0; et o; (i =1,2) satisfont a (6.3), (6.4) et (6.5), on
obtient

2
— my — Ty ”LZ(I)S

_ 2
dt I v "HZ(I)" Ty — T "LZ(I)+

+C Iy = 5 lizgy (I 7y = T iz +l G — G lizgory) ),

dt
+C oy = 03 liz(pryy (I s = T Nz +ll G = G N2y ).

Il o1 — 0y ”2L2(D’2)S c(lv "HZ(I)+ Dlloy—o, ”2L2(D'2)+

Comme (111 — 3)|¢=o = Oet(07 — 02)|¢=o = O, ilestfacilede
déduire de ces inégalités qu’il existe
un t3€]0, t,] tel que te]O, t5] et pour (7;, 6;) € Ap,jona
(6.7)
| 7y —m, Ilfz(,)+|| 0, — 0y IIZLz(DIZ)
<K (17 =7 1 g 100
+l 61 — ||2C([0_t];L2(D,2)))

avec 0 < K < 1. Donc Iopérateur G restreint & A, est une
contraction dans la topologie de
L7(0, t5; L2 (D) x L™(0, t3; L*(D'5)),
ce qui prouve le lemme.
7 - Démonstration du théoréme A

Considérons maintenant les équations linéairisées pour il
et ¥

(7.1 (o + )0, v —notv =
__ 50. 5 — L. "\
= —(o + ™)V, v — RO, [(Ma + Hh) 9+ To)]
— (Q +mT+ j a(m)dm)f
0
(7.2)

(o + M), 0,9 — KdZY
= —(0 + m)c, 70,9

o T\ - ]
“R(Z42) 0+ 1)o7 +
Ha Hn

+U(3x17)2 + Erad + Lnggl - (Q + 7'[)(,‘,,170ng

ol 7 et 9 sont des fonctions données dans L* (0, ty; HE(U )) n
L?(0,ty; H*(I)) tandis

que (o, m, U)_est la solution des équations (5.1), (6.1), (6.2)
avec U et J.

Pour les équations (7.1), (7.2), on a le lemme suivant.
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Lemme 7.1

11 existe deux constantes R, Rg et un t,€]0, t5] tels que, si

=112 112
(7.3) ol Loo(o’t4:H1(I))+" 0,7 |l Loo(0‘t4:H1(I))S R,

q 12 9 12
” 19 ” L°°(0,t4;H1(I))+” ax19 " L°°(0,t4;H1(1))S R-ﬁr

alors la solution (v,9) des équations (7.1), (7.2) satisfait aux
inégalites

(7.4)

2 2
10 0 o )1 0¥ 1P g 1) S R

2 2
1912 o 02 0y) H 8o 17 o) S R

Démonstration du lemme 7.1

Désignons par N; et N, le deuxiéme membre de (7.1) et de
(7.2) respectivement

(N, et N, dépendent de 7, 9, o, m et ¢). En multipliant (7.1)

parLet

o+m

9 o
par Q%T 0%v et (7.2) par vl Q%T@fﬁ, _et en les intégrant sur

I, ona

1d 17
(7.5) o 1w P4 00w 122] + [ = (10,017 +
|0Zv|*)dx =

_r! v—0%v 171(0x0+0xm)

= Jy Ny prealicy +J, e V0,
(7.6)

c, d Lok
——19I? 2,9 I f—aﬂz 029|%)d
S g 19 122+ O ||Lz]+og+n(|x|+|x 12)dx

909 dx +

1
= J.0 Ny o+m

fl K(0x0+0m)

) TR0 0,0,

En utilisant les estimations déja établies pour o, m et

o et la relation

1/2 1/2
o oy VZ Il @ el 30 157,

par les calculs de chaque terme de (7.5) et de (7.6) on parvient,
sous la condition (7.3), a

(7.7) % 10 12 y+ Co Il v 17,y < G (1 +
v 12410),
(7.8)
IO a0+ Co I 09 17,0,
2= 11/2 2
< (1Hmazm g, o )

ou C, est une constante strictement positive qu’on peut choisir
indépendamment de R,

et Ry, tandis que C; est une constante dépendante de R, et Ry,
c’est-a-dire
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0 < Cl = CI(RV’R{’) < 0o,
Cela étant, on peut choisir par exemple

1
— 2
R, =2 (1 + Co) o 12,10+ 1,
1 2
Ry =2 (1 + Co) 9 12,10+ 1,

ce qui nous permet de choisir un t,€]0, t5] tel que v et 9
vérifient (7.4). Le lemme est démontré.
Du lemme 7.1 résulte le corollaire suivant.

Corollaire
Soit 0 < t < t,. Soit

— 2 2
Be = {010 W10 1 95 W ) R

2 2
19 oy ) 10 W) R}.

Soit G I’opérateur, qui, a (#,9) € L*(0,t; H: (1)) N

L? (O, t; H? (1)), associe la solution

(v,9) des équations linéairisées (7.1), (7.2) avec (o, i, o), qui
sont la solution des

équations (5.1), (6.1), (6.2). Alors on a

G(B:) C B;.
On a en outre le
Lemme 7.2
11 existe un te]0, t,] tel que, si (17_1,51)6&,
(D5, 9,)€B; alors pour (v;,9;) = G(v;,9;) (i = 1,2) on ait
(7.9)
”D[U]HZL"O(O,E;LZ(I)) + ”D[ﬁ] ||2L°°(0,E;L2(1)) + ”DM ||2L2(0,E;H1(1))

2
+[p®]° (i) <

— = 2 — 2
< R [0V o iz + 1D
2
12(0EH ()

0,5L2(1)

+[Ip™]

0EL2(D)
— 2
+ 10", (O’E:Hlm)].

avec 0 <K < 1, ou

B DM = v, —v,, DV =9, ~9, DV =v -
Dl =9, — 3,

Démonstration du lemme 7.2

Considérons d’abord les équations (5.1), (6.1), (6.2) avec v;
etd;,i = 1,2, et posons
Elel = 01 — 03, Elm = Ty — Ty, Elol — 0, — O,
En multipliant la différence des équations (5.1), (6.1),
(6.2)aveci=1eti =2

par Elel, EI™l Elo] ot en utilisant les estimations déja établies
pour 9;, 1; et g;
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(i=12) et la définition de B;, on obtient

”E ]||L2m < 110, [l || E'! ”LZ(I)

+ C”E Q]”LZ(I)”D ||H1(I)’
[||E[n]||L2(1) +||El ||L2(D )]
<c(1+ ”171“111(1)) [“E[n]”izm
2
HE ] +
— 2
+C [”D[y]”m(n +|[p*! "Lz(z)]
d’ou on déduit que

(7.10)
2 2
IE@C, O, + IEPC O,
2
+ ||E[0](,,t)||L2(D,2) <

t
— 2
= Cfo [”DM”HIU)
+ D7, , | exp <C [(t —t)
1 1
+(t— t')7R5D dt

On considére maintenant les équations pour
DWlet pour D 191 obtenues des équations (7.1) et (7.2)
multipliées par @ + 7. En les multipliant par D! et
D respectivement et en utilisant I inégalité

Ele192y, D]
,[0 (01 + ”1)(92 + 7T2)

Cor (02w, 15 ||l
+ uaZvZHZ“MD %)
+ e[| 0|7,

(¢' > 0,0 < g < 2) et d’autres inégalités analogues, on obtient

Ele192y, D]
+ ”1)(92 + 7T2)

Cor (102w, 124 [E19)]
+ua%aw“u0ﬂn;)
+¢&'|| oD "1||L2

(¢' > 0,0 < g < 2) et d’autres inégalités analogues, on obtient

d
2 (1P + ID™1%,) + 1| 9D |I, + | 901l <
< Co(1+ 1027, ,2 + 102w, 1% + N1020,11257) (ID™)]1

+[ID[2) +

< Cor(1+ 1027, .2 + 02w, 125 + 11020,11%5") (IID™]1

+01I5) +

+Co (1 + 1027112 + 1920112 + 1920, 1172 ) X

2
x (1@ + IE™ + |E]);
+ID) +

+e (| D) + | DI, + | D™, + [| D[, )
(¢ > 0),d’ou, avec

2
&1 =3,£(0) = 1+ 10872 + 102w, 1,1 + 1070, 147

—1n2
L(p',) + ||DM”LZ

LZ ]
on déduit que

(7.11)
] (91|12
sup (D17 + [0)7,) +

t
— &) f (18D, + | ,D™)|%, ) at’ <

2 — 2
Cofol®) (I +[E™I + E )+ 1D¥]
+p,) +

b0, +1 00 o[ oo

Compte tenu que ..(v;, %;)¢ B, de (7.10) et de (7.11) avec un &
convenablement petit on déduit qu’il existe un te 0, t,] tel que (7.9)
soit verifiée. Le lemme est démontré.

Démonstration du théoreme A.

D’apres le lemme 7.2 ’opérateur G restreint a B est une contraction
dans la topologie de L™ (0, £ L*(I)) n L?(0, & H¢ (1)), ce qui, joint
au corollaire du lemme 7.1, nous donne I’existence

et 'unicité de la solution (v,9) dans la classe indiquée dans 1’énonce
du théoréme.

Or, on voit aisément que les lemmes du paragraphe précédent avec v, 9
nous donnent également g,m, 0 et donc v,9J ainsi obtenues
constituent la solution de notre systéme d’équations. Finalement la
condition g = 0 s’obtient en remarquant que si o(m, x, t) = 0 alors
le deuxiéme membre de (3.11) est positif. D’autre part, en vertu de la
positivité stricte de m, (voir (4.4)) et de la continuité de m(x, t), on
peut choisir un éventuel t suffisamment petit de telle sorte que

inf mw(x,t) > 0. Le théoréme est démontré.
(x,t)elx[0,f]
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