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Résumé  

Dans ce travail, on s'intéresse aux tenseurs de courbure Riemannienne, 
de courbure Riemannienne-Christoffel et de Ricci d'une variété Riemannienne produit. 
Nous montrons d'une façon générale que chacun de ces tenseurs est une somme des 
tenseurs de chaque variété de la base. Un calcul formel sur le produit des variétés nous 
permet dénoncer un certain nombre de résultats concernant la symétrie locale, 
l'aplatissement et la courbure sectionnelle et on montre que le théorème 4 (pg.7) relatif à la 
courbure sectionnelle d'une variété produit proposé dans [5] n'est pas toujours vérifié. 
Mots clés: variété Riemannienne, relèvement, variété Riemannienne produit, courbure,           
                      courbure sectionnelle. 
 

Abstract   

We are interested to tensors of Riemannian curvature, Riemannian-Christoffel 
curvature and Ricci of a product Riemannian manifold. In general, we show that each of 
these tensors is a tensors sum of each base manifold. A formal calculation on the product of 
manifolds provides us a set of results concerning the local symmetry, the flatness and the 
sectional curvature. We show that theorem 4 (pg.7) relative to the sectional curvature of a 
manifold product proposed in [5] is not always verified. 
Keywords: Riemannian manifold, curvature, product Riemannian manifold, the sectional 
                      curvature. 
 
M.S.C.2000: 53C50-53C42. 

 
e produit tordu NM f×  de deux variétés 

Riemannienne ( )MgM ,  et ( )NgM ,   est la variété 

produit NM ×  munie de la métrique 

NM gfgg 2+= , où f  est une fonction positive sur 
M, appelée fonction de distorsion . 
    Il est bien connu que la notion du produit tordu joue un 
rôle important dans le domaine de la géométrie 
différentielle et celui de la physique ([4]), par exemple le 
meilleur modèle relativiste de l'espace temps de 
Schawarchild, décrivant l'espace de sortie autour d'une 
étoile massive ou d'un trou noire est donné comme 
produit tordu de variétés adaptées ([4]). 
Dans ce travail, on s'intéresse aux tenseurs de courbure, 
de courbure Riemannienne-Christoffel et de Ricci d'une 
variété Riemannienne produit, on utilise pour cela la 
notion de relèvement pour établir la relation entre ces 
tenseurs et ceux des variétés M  et N .  L'objet principal 
de cet article consiste à montrer que chacun de ces 
tenseurs peut être écrit comme une somme des tenseurs de 
chaque variété de la base et de déterminer ensuite les 
propriétés géométriques du produit.  Notre étude révèle 
que les résultats que nous obtenons sont plus techniques 
que ceux obtenus par M.Atçeken et S.Keles dans ([5]). 
Nous montrons en revanche que leur théorème 4, (pg 7) 
concernant la courbure sectionnelle produit n'est pas 
toujours vrai. En effet, on établi que si M est une variété
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نهتم في هذا العمل بمؤترات التقوس ريمان و تقوس 
.ان  آريستوتل و ريتشي  لجداء متنوعات ريم-ريمان  

ريكتب على شكل نبرهن في الحالة العامة أن آل مؤت
بحساب . مجموع لمؤترات المتنوعات الأساسية للجداء

شكلي على جداء المتنوعات يمكننا طرح عدة نتائج 
تخص التناظر الموضعي ، التسطح و التقوس المقطعي 

المتعلقة بالتقوس ) 7ص  (4و نبين أن المبرهنة 
ليست ] 5[ الموضعي للمتنوعة الجداء المفترضة في  

.دائما محققة  
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Riemannienne de courbure sectionnelle constante non 
nulle, alors le produit M×M  a une courbure sectionnelle 
non constante. La sphère de 3IR  fournit aussi un 
exemple de variété qui ne peut satisfaire le théorème 4 de 
([5]). 
 
1. Notions de Relèvements 
 
    M  et N  sont deux variétés de dimension m et n 
respectivement, pour rapprocher le calcul sur NM ×  à 
celui de ces facteurs, nous avons besoin d'introduire la 
notion de relèvement à partir de M  et N . 
    Le relèvement horizontal et vertical suivant M  et N  
sont respectivement donnés par : 
 

( ) ( )
πoa fff

NMCMCR
h

h

=

×⎯→⎯ ∞∞:
          

( ) ( )
σoa fff

NMCNCR
v

v

=

×⎯→⎯ ∞∞:
                              

(1) 
  
    où  π et  σ sont les projections canoniques de 

NM ×  dans M  et N   respectivement. 
     Si ( )MCff ∞∈21 ,  et  ( )NCgg ∞∈21 ,  , on a les 
propriétés suivantes de compatibilité du relèvement avec 
les lois naturelles de l'algèbre ∞C : 
 
( ) hhh ffff 2121 +=+   ,      ( ) hh ff 11 λλ =   ,        

                           ( ) hhh ffff 2121 =⋅  

( ) vvv gggg 2121 +=+   ,      ( ) vv gg 11 λλ =   ,      

                         ( ) vvv gggg 2121 =⋅  
 
    De plus, si on considère deux champs de vecteurs sur 

NM ×   coïncidant sur hf  et vg , il est facile alors de 
vérifier qu'ils coïncident partout. 
    Le relèvement horizontal suivant M  et le relèvement 
vertical suivant N , d'un vecteur tangent sont 
respectivement exprimés par : 

)0,(

: ),(

vvv

NMTMTR
h

yxxh

=

×⎯→⎯

a
      

),0(

: ),(

www

NMTNTR
v

yxyv

=

×⎯→⎯

a
                                   

(2) 
où NMyx ×∈),( . 
 
 Remarque 1.1 :  

hv  (resp. vw ) est l'unique vecteur dans ( )NMT yx ×),(  
tel que: 

vvd h
yx =)(),( π  et 0)(),( =h

yx vd σ   

 (resp. vw ) 0)(),( =v
yx wd π  et wwd v

yx =)(),( σ ). 
    Ceci nous permet de définir les relèvements horizontal 

hR  et vertical vR  d'un champ de vecteurs par : 

)(

)()(:

XRXX

NMHMHR

h
h

h

=

×⎯→⎯

a
      

tel que:   h
x

h
yx XX )(),( =  

(3) 

)(

)()(:

YRYY

NMHNHR

v
v

v

=

×⎯→⎯

a
     

  tel que:   v
y

v
yx YY )(),( =  

où  NMyx ×∈),(  
 
Remarque 1.2 :  

hX  (resp. vY ) est l'unique champ de vecteurs dans 
( )NMH ×  tel que  

ππ oo XXd h =   et  0=vYd oπ  (resp. 
0=hXd oσ   et  σσ oo YYd v = ) 

 
    On note :      { })(/ MHXXH h

M ∈=            
 
                         { })(/ NHYYH v

N ∈=  

    En Remarquant que si ),,(
1 mxx ∂

∂
∂
∂

L  et 

),,(
1 nyy ∂

∂
∂
∂

L  sont des bases locales des champs de 

vecteurs relativement aux cartes ),( φU  et ),( ψV , alors  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ v

n

vh

m

h

yyxx
)(,,)(,)(,,)(

11

LL  

est la base locale des champs de vecteurs sur NM × , 
relativement à la carte )(),( NMatlVU ×∈×× ψφ , 
on déduit que deux formes différentielles ωω et  sur  

NM ×  coïncident si et seulement si elles coïncident sur 
les relèvements horizontales et verticales des champs de 
vecteurs respectivement de NetM . 
    D'une façon générale, on a : 
 
Proposition 1.3 : Si ωω ,  sont deux champs tenseurs 
de type ),0( r  (resp. ),1( r ) tels que : 

),,(),,( 11 rr XXXX LL ωω =  

    pour tout  NMi HHX ∪∈ , { }ri ,,1L∈  
alors ωω = . 



SUR LA COURBURE DES VARIETES RIEMANNIENNES PRODUITS  
 

 17

    D'autre part, pour tout )(MHX i ∈ , )(NHYi ∈ , 

)(MCf ∞∈ et  )(NCg ∞∈ on a directement : 
hhh fXfX ))(()( 11 =   ,    0)(1 =vh gX  

0)(1 =hv fY     ,    vvv gYgY ))(()( 11 =  

[ ] [ ]hhh XXXX 2121 ,, =  ,    [ ] [ ]vvv YYYY 2121 ,, =  , 

[ ] 0, 21 =vh YX    

( ) hhh XffX 11 =         ,     ( ) vvv YggY 11 =  
 
    On a aussi les résultats de représentation des champs de 
vecteurs sur une variété produit : 
    1) Tout champ de vecteurs Y~  sur  NM ×  s'écrit 
d'une manière unique sous la forme 

( ) ( )v yxx
h

yxyyx YYY ),(),(),(
~~~ +=  où NMyx ×∈),( , 

  )(~ NHYx ∈  et )(~ MHYy ∈  tels que : 

)~()(~
),(),( yxyxy YdxY π=   ,  )~()(~

),(),( yxyxx YdyY σ=  
 
    2) )(MH  et )(NH  sont des sous-algèbres de Lie de 

)( NMH ×  tels que 

)()()( NMHNHMH ×⊂⊕
≠

. 

Proposition 1.4 : 
 Si ω  est un champ tenseurs de type ),0( r  (resp. ),1( r ) 

sur M , alors il existe un unique champ de tenseurs hω  
sur NM ×  de type ),0( r  (resp. ),1( r ) tel que : 
 
    ( )h

r
h
r

hh XXXX ),,(),,( 11 LL ωω =           

et             0),,( 1 =r
h ZZ Lω  

 
pour tout     )(,,1 MHXX r ∈L                  et 

)()(,,1 NHMHZZ r ∪∈L  où il existe au moins 

{ }ri ,,1L∈  tel que )(NHZi ∈ . 

    Preuve : Pour l'existence on prend ωπω ∗=h . 
L'unicité de hω  découle de la proposition (2.3). 
Ce résultat reste vrai pour le relèvement vertical des 
champs de tenseurs de type ),0( r  et ),1( r   sur N . 
 
Corollaire 1.5 : 
Si  ωet ω~  sont deux champs de tenseurs de type ),0( r  
(resp. ),1( r )  sur M et N  respectivement, alors il existe 
un unique champ de tenseurs ω⊕ω=ϖ ~  de type 

),0( r  (resp. ),1( r )  sur NM × . 
 
Proposition 1.6 :  

Soient ∇∇ ~et  deux connexions linéaires sur NM × . 

Si pour tout NM HHYX ∪∈,   on a  YY XX ∇=∇ ~
 ,  

alors ∇=∇ ~
. 

    Preuve :Si ),,(
1 mxx ∂

∂
∂
∂

L  et ),,(
1 nyy ∂

∂
∂
∂

L  sont 

des bases locales des champs de vecteurs relativement aux 
cartes )(),( MatlU ∈φ  et )(),( NatlV ∈ψ , alors si   

v

j

mjh

i

i

y
X

x
XX )()(

∂
∂

+
∂
∂

= +  et  

v

j

mjh

i

i

y
Y

x
YY )()(

∂
∂

+
∂
∂

= + , on a : 

=∇ YX       

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂∇ h

s

sh

i

h

s

si

x
Y

xx
YX h

ix
))(()()(

)(
+ 

                                                      

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂ ++

∂
∂∇ v

s

mth

i

v

t

mti

y
Y

xy
YX h

ix
))(()()(

)(
+ 

                                                      

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂∇+ h

s

sv

j

h

s

smj

x
Y

yx
YX v

jy
))(()()(

)(
+ 

                                                       

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂ +++

∂
∂∇ v

t

mtv

j

v

t

mtmj

y
Y

yy
YX v

jy
))(()()(

)(
 

 
YX∇= ~

 
Il découle immédiatement de la proposition (2.4) que si 

),(
M

M ∇ et  ),(
N

N ∇  sont deux connexions linéaires 
respectivement sur M  et N   , alors il existe une unique 
connexion produit ∇  sur  NM ×  telle que       

h
X

M
h

X
XXh )( 22 1

1
∇=∇    ,     v

Y

N
v

Y
YYv )( 22 1

1
∇=∇  

         02
1

=∇ v
X

Yh                   ,      02
1

=∇ h
Y

Xv  

pour tout  )(, 21 MHXX ∈  et )(, 21 NHYY ∈ . 
 
Proposition 1.7 :  
Si T , MT , NT  ( resp. NM RRR ,,  ) désignent 
respectivement les tenseurs de torsion (resp. de courbure) 
sur NM ×  M  et N , alors 
 

v
N

h
M TTT +=      ,   v

N
h
M RRR +=                          (4)                      
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 Preuve :  
Si )(,, 321 MHXXX ∈  et )(,, 321 NHYYY ∈ ., 
alors 
 

),( 21
hh XXT  = [ ]hhhh XXXX

h
X

h
X

2112 ,
21

−−∇∇  =      

                                                  

[ ]hh
M

h
M

XXXX XX 2112 ,)()(
21

−− ∇∇ =  

                                                       

[ ]
hMM

XXXX XX ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−∇∇ 2112 ,

21
=  

                  ( )h
M XXT ),( 21 =  

                                                          
),(),( 2121

hhv
N

hhh
M XXTXXT + . ),( 21

vv YYT =  

[ ]vvvv YYYY
v

Y
v

Y
2112 ,

21

−−∇∇ =   

),(),( 2121
vvv

N
vvh

M YYTYYT +                             

),( 21
vh YXT  =   0),(),( 2121 =+ vhv

N
vhh

M YXTYXT               

 Du corollaire (2.5) on déduit que v
N

h
M TTT += , de la 

même façon on a v
N

h
M RRR += . 

    Par conséquent, on obtient les résultats : 
- NM ×  est sans torsion si et seulement si M  et N  
sont sans torsion. 
- NM ×  est sans courbure si et seulement si M  et N  
sont sans courbure. 
 
2. Métrique diagonale produit 
 
Si ),( MgM  et ),( NgN  sont deux variétés 
Riemanniennes de dimension m et n, respectivement, 
alors v

N
h
M

D ggg ⊕=  est une métrique diagonale sur 

NM ×  telle que : 
 

h
M

hhD YXgYXg ),(),( =   ,   
v

N
vvD YXgYXg ),(),( =   ,          

0),( =vhD YXg  
 
    ),( DgNM ×   est dite variété Riemannienne produit. 
    Les propriétés géométriques d'une variété produit sont 
caractérisées par les tenseurs de type ),0( r  (resp. ),1( r )  
de la façon suivante : 
    Cas (0,2), il s'agit de la métrique Dg  associé à la 
Connexion de Levi-Civita ∇   est exprimée à l'aide de la 
formule de Koszul ([6]), par : 

 
),( 11

1

hh
X

D ZYg h∇ =     

{ })),(()),(()),((
2
1

111111111
hhDhhhDhhhDh YXgZZXgYZYgX −+          

(5)       
                                           

]),[,(]),[,(]),[,( 111111111
hhhDhhhDhhhD ZYXgXZYgYXZg −++  

                                     ),)(( 11
1

hh
X

M
D ZYg ∇=  

),( 22
2

vv
X

D ZYg v∇   ),)(( 22
2

vv
X

N
D ZYg ∇= . 

Du fait que Dg  est de torsion libre, 0],[ 21 =vh XX , et 
en utilisant la proposition 2.4, on en déduit : 
 

=∇=∇=∇ ),(),(),( 221221
111

vv
X

Dhv
X

Dvh
X

D ZYgZYgZYg hhh  

0),( 12
2

=∇ hv
X

D ZYg v  

h
X

M
h

X
YYh )( 11

11 ∇=∇  ,         v
X

N
v

X
YYv )( 22

22 ∇=∇  ,        

012
21

=∇=∇ h
X

v
X

XX vh  

 
pour tout )(,, 111 MHZYX ∈  et 

)(,, 222 NHZYX ∈ . 
 
  Cas (1,2),  
c'est le tenseur de Ricci de ),( DgNM × , noté Ric . 
 
Proposition 2.1 :  
Si  )(, MHYX ∈  et , )(, NHVU ∈ , alors on a : 
 

( )h
M

hh YXRicYXRic ),(),( =  

( )v
N

vv VURicVURic ),(),( =  

0),( =vh UXRic  
 

    Preuve :  
Soit { }nEE ,,1 L  (resp. { }nmm EE ++ ,,1 L ) une base 
orthonormale locale des champs de vecteurs relativement 
à une carte ),( φu  sur M  ( resp. ),( ϕv  sur N  ), 

vup ×∈∀  on a: 

+=∑
=

n

i
p

h
i

hhh
i

D
p

hh EYXERgYXRic
1

),),((),(

∑
+

+=

nm

mi
p

v
i

hhv
i

D EYXERg
1

),),((

∑
=

=
n

i

h
piiMM EYXERg

1
),),((  
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h

p

n

i
iiMM EYXERg ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

=1

),),(( ( )h
pM YXRic ),(=  

On obtient de la même façon les autres résultats.                                                         
En vertu des propositions précédentes et de la définition 
de la dérivée covariante R∇  du tenseur de courbure on a 
: 
 
Proposition 2.2 : 
 Si )(,,, MHHZYX ∈  et , )(,,, NHLWVU ∈ , 
alors on a 
 
                       

( )( )
h

M

M
hhhh ZYXHRZYXHR ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∇ ∇ ),,,)((,,,  

( )( )
v

N

N
vvvv WVULRWVULR ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∇ ∇ ),,,)((,,,  

(6)                                               
   
( )( ) ( )( ) 0,,,,,, =∇=∇ hvhhvvvh ZUXHRWVUHR
 
Corollaire 2.3 :  
Soient ),( DgNM ×  la variété Riemannienne produit 
avec ),( qpσ  sa courbure scalaire et 

{ }v
mn

v
n

h
n

h eeee ++ ,,,,, 11 LL  une base orthonormale de 

)(),( NMT qp ×  où  { }nee ,,1 L  une base orthonormale 

de MTp  et { }mnn ee ++ ,,1 L  une base orthonormale de 

NTq , alors  )()(),( qpqp NM σ+σ=σ . 
 
Cas (0,4): 
 il s'agit du tenseur K  de courbure Riemannienne-
Christoffel de ),( DgNM × . Si 

)(,,, MHHZYX ∈  et , )(,,, NHLWVU ∈ , à 
partir des résultats précédents on établi directement les 
identités suivantes: 

( )h
M

hhhh HZYXKHZYXK ),,,(),,,( =  

( )v
N

vvvv LWVUKLWVUK ),,,(),,,( =  

0),,,(),,,( == hvvvvhhh XWVUKLZYXK  
 

    Les résultats principaux de cet article sont les suivant : 
 
Théorème 2.4 :  
Soit ),( DgNM ×  la variété Riemannienne produit, 
alors 
    1- ),( DgNM ×  est localement symétrique si et 

seulement si ),( MgM  et ),( NgN   sont localement 
symétriques. 

    2-  ),( DgNM ×   est plate si et seulement si 

),( MgM  et ),( NgN   sont plates. 

    3-  ),( DgNM ×  est plate de Ricci si et seulement si 

),( MgM  et ),( NgN   sont plates de Ricci. 
Ce premier résultat est déjà obtenu par Atçeken dans 
([5]), néanmoins les expressions locales que nous 
trouvons sont naturellement plus techniques elles utilisent 
les champs de tenseurs de type )2,1(  et ),1( r  ; En 
particulier, si deux variétés sont à courbures 
sectionenelles constantes leur produit peut posséder une 
courbure sectionnelle non constante contrairement à ce 
qui a été affirmé par Atçeken ([5]). 
 
 
    Théorème 2.5 : 
 
Soit ),( DgNM ×  une variété Riemannienne produit 

des variétés Riemanniennes ),( MgM  et ),( NgN . Si  

),( DgNM ×   a une courbure sectionnelle constante k  

, alors ),( MgM  et ),( NgN  ont des courbures 

sectionnelles constantes égales à k . 
 
Preuve :  
Si  ),( DgNM ×  a une courbure sectionnelle constante, 
alors  0),,,( =XZYXK  pour tout champ de vecteurs 
orthonormaux ZYX ,,  dans NM ×  ([3]). 

Si { }111 ,, ZYX  et { }222 ,, ZYX  sont des champs de 
vecteurs orthonormaux dans NetM  respectivement, 

alors { }hhh ZYX 111 ,,  et { }vvv ZYX 222 ,,  sont des champs 
de vecteurs orthonormaux dans  NM × , on a d'une part 
 
( ) 0),,,(),,,( 11111111 == hhhhh

M XZYXKXZYXK  

( ) 0),,,(),,,( 22222222 == vvvvv
N XZYXKXZYXK

d'autre part si { }11 ,YX  (resp. { }22 ,YX   sont des 
champs de vecteurs linéairement indépendants dans 

).( NrespM , alors { }hh YX 11 ,  (resp. { }vv YX 22 ,  sont 
des champs de vecteurs linéairement indépendants dans 

NM × , de plus 
 

2
111111

1111

),(),(),(
),),((

hhDhhDhhD

hhhhD

YXgYYgXXg
XYYXRgk

−
=

h

MMM

M

YXgYYgXXg
XYYXRg

)
),(),(),(

),),((
( 2

111111

1111

−
=  
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2
222222

2222

),(),(),(
),),((

vvDvvDvvD

vvvvD

YXgYYgXXg
XYYXRg

−
=

v

NNN

N

YXgYYgXXg
XYYXRg

)
),(),(),(

),),((
( 2

222222

2222

−
=  

 
d’où 

2
111111

1111

),(),(),(
),),((

YXgYYgXXg
XYYXRg

MMM

M

−
== k

2
222222

2222

),(),(),(
),),((

YXgYYgXXg
XYYXRg

NNN

N

−
 

 
Remarque 2.6 :  
Si ),( MgM  et ),( NgN   sont deux variétés de 

courbures sectionnelles constantes )( 2121 kkketk ≠ , 
alors la courbure sectionnelle de la variété produit 

NM ×  n'est pas constante. 
    De cela on déduit que la réciproque du théorème 4 
proposé dans ([5]) n'est pas toujours vraie. 
 
Théorème 3.7 : 
 Soit ),( MgM  une variété Riemannienne de courbure 
sectionnelle constante non nulle k , alors la variété 
Riemannienne ),( DgMM ×  n'a pas de courbure 
sectionnelle constante. 
 
Preuve : 
Soit { }YX ,  deux vecteurs linéairement indépendants 
dans M . Considérons  

vh YXA += , vh XYB −= , donc A et B sont 
linéairement indépendants dans MM × , 
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Si xx YX ,  sont orthonormaux, alors pour tout IR∈α , 
on a 
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donc ),( xxK  est non constante    

Contre exemple : Cas de la sphère 3S  
On prend les champs de vecteurs )0,,(),,( xyX zyx −= , 

),0,(),,( xzY zyx −= , où 3IR  est muni de la structure 

hilbertienne naturelle ∑
=

=><
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1
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i
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On a : yzYX >=< , , 222 yxX +=   ,  

222 zxY +=   et  1222 =++ zyx  
d'où  
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