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SUR LA COURBURE DES VARIETES RIEMANNIENNES PRODUITS
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Résumé

Dans ce travail, on s'intéresse aux tenseurs de courbure Riemannienne,

de courbure Riemannienne-Christoffel et de Ricci d'une variété Riemannienne produit.
Nous montrons d'une facon générale que chacun de ces tenseurs est une somme des
tenseurs de chaque variété de la base. Un calcul formel sur le produit des variétés nous
permet dénoncer un certain nombre de résultats concernant la symétrie locale,
I'aplatissement et la courbure sectionnelle et on montre que le théoréme 4 (pg.7) relatif a la
courbure sectionnelle d'une variété produit proposé dans [5] n'est pas toujours Vérifié.

Mots clés: variété Riemannienne, relevement, variété Riemannienne produit, courbure,

courbure sectionnelle.
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We are interested to tensors of Riemannian curvature, Riemannian-Christoffel
curvature and Ricci of a product Riemannian manifold. In general, we show that each of
these tensors is a tensors sum of each base manifold. A formal calculation on the product of
manifolds provides us a set of results concerning the local symmetry, the flatness and the
sectional curvature. We show that theorem 4 (pg.7) relative to the sectional curvature of a
manifold product proposed in [5] is not always verified.
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I e produit tordu M x; N de deux variétés

Riemannienne (M,gM) et (M,gN) est la variété
produit M x N munie de la  métrique
g=9, + f?g,. o0 f estune fonction positive sur

M, appelée fonction de distorsion .

Il est bien connu que la notion du produit tordu joue un
role important dans le domaine de la géométrie
différentielle et celui de la physique ([4]), par exemple le

oadl meilleur modele relativiste de I'espace temps de
Schawarchild, décrivant I'espace de sortie autour d'une
i g laz ) u s <) fiiga Sandl 138 B gl étoile massive ou d'un trou noire est donné comme

produit tordu de variétés adaptées ([4]).

Dans ce travail, on s'intéresse aux tenseurs de courbure,
de courbure Riemannienne-Christoffel et de Ricci d'une
variété Riemannienne produit, on utilise pour cela la

o ey o glia pland (ol 9 Jisen S-Olayy
JSi e S iga S O Aalad) Adlad) (2 p
Gluay ehall Luulul) cle giial) ¢l jisal £ gana

g “°“CJL' u:‘s"{‘;‘b}":‘j‘” ’""{q‘% GJS""‘ notion de relévement pour établir la relation entre ces
i ‘:“:’“i‘,’ ?h“'m ¢ gragal . oan tenseurs et ceux des variétés M et N . L'objet principal
o sl f{"’-‘“‘ﬂ ) 4 f"‘“"‘d‘ Ol O s de cet article consiste a montrer que chacun de ces
ol [S] o2 A il pland) 4o siiall (2l gall tenseurs peut étre écrit comme une somme des tenseurs de
Al Ladl chaque variété de la base et de déterminer ensuite les
propriétés géométriques du produit. Notre étude révele
sl ¢ g8 (lany gl - A—alidal) culalgl) que les résultats que nous obtenons sont plus techniques
(saaial) que ceux obtenus par M.Atceken et S.Keles dans ([5]).

Nous montrons en revanche que leur théoreme 4, (pg 7)
concernant la courbure sectionnelle produit n'est pas
toujours vrai. En effet, on établi que si M est une variété
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Riemannienne de courbure sectionnelle constante non
nulle, alors le produit MxM a une courbure sectionnelle

non constante. La sphére de IR® fournit aussi un
exemple de variété qui ne peut satisfaire le théoréme 4 de

([3D-

1. Notions de Relévements

M et N sont deux variétés de dimension m et n
respectivement, pour rapprocher le calcul sur M x N a
celui de ces facteurs, nous avons besoin d'introduire la
notion de relévement a partirde M et N .

Le relévement horizontal et vertical suivant M et N
sont respectivement donnés par :

R,:C*(M)——C~*(M xN)

f > f'=forx
R,:C"(N)——C”(M xN)
f — f'=foo
1)
ol met osont les projections canoniques de

M x N dans M et N respectivement.

si f,,f,eC”(M)et g,,9,cC”(N), onales
propriétés suivantes de compatibilité du relévement avec
les lois naturelles de I'algébre C~

(fl + fz)h = flh + fzh ' (ﬂfl)h = /1f1h '
(f,-f,)" = f,"f)
(9:+9.) =0/ +9; . (29,)" =49/ .
(9:-9.) = 9/9;
De plus, si on considere deux champs de vecteurs sur
M x N coincidant sur " et g", il est facile alors de

vérifier qu'ils coincident partout.
Le reléevement horizontal suivant M et le relévement

vertical suivantN , dun vecteur tangent sont
respectivement exprimés par :
R,:T M—)T(Xy)M x N
vV B = (v,0)
R, :TyN —)T(X'y)M x N
W w' = (0,w)
)
ou(Xx,y)e M xN.
Remarque 1.1 :
v" (resp. W") est I'unique vecteur dans T(X'y)(M X N)

tel que:
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(Xy )G(Vh) =0

v
(resp. w)d, ,7(W')=0¢etd, o(W')=w).
Ceci nous permet de définir les relevements horizontal
R, etvertical R, d'un champ de vecteurs par :

R, :H(M)——>H(M xN)

)72'(V )=vetd,,

X =R, (X)
tel que: X(hxvy)z(XX)h
®)
RV:H(N)—>H(M><N)
Y b Y'=R,(Y)
tel que: Y.,y = (Y,)"

ot (X,y)eM xN

Remarque 1.2 :
" (resp. Y ") est l'unique champ de vecteurs dans
H(M x N) tel que
X"=Xozx et dzoY' =0 (resp.
X"=0 et dooY'=Yo0o)

dzo
doo
={X"/X e H(M)}

Onnote: H,,

:{YV/YeH(N)}

En Remarquant que et

. 0
” (ax Uox, )

0
(— -,——) sont des bases locales des champs de

Y, n

vecteurs relativement aux cartes (U, @) et (V,), alors

0 \n 0 \v
[(axl) ( ) (ayl) '(ayn) j
est la base locale des champs de vecteurs sur M x N,
relativement a la carte (U xV,¢xw) e atl(M xN),
on déduit que deux formes différentielles w et @ sur

M x N coincident si et seulement si elles coincident sur
les relevements horizontales et verticales des champs de
vecteurs respectivement de M et N .

D'une fagon générale, on a:

Proposition 1.3 : Si @, @ sont deux champs tenseurs
de type (0,r) (resp. (1, 1)) tels que :

o(Xy, - X )= (Xy,, X, )
pourtout X, e H,, UH,,iefl---,r}
alorsw=w .
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D'autre part, pour tout X; € H(M), Y, € H(N),
feC”(M)et g e C”(N) on adirectement :
X{(F") = (X, ()" . X(g")=0

YO(F")=0 , Y(9") =(Y.(9))"
ESEpe S LSS U AR S /A
Xy ]=0

(fxl)h f hX1h (gyl)v =g,

On a aussi les résultats de représentation des champs de
vecteurs sur une variété produit :

1) Tout champ de vecteurs Y sur M x N s'écrit
d'une maniere unique sous la forme

Y~(X’y) = (Y~y )?X‘y) + (Y~ )(X ,y ou (X y)eMxN,

Y~X e H(N) et Yy e H(M) tels que:

Y, (0 =dg 7V, ,) YY) =dy,,0(Y,)

2) H(M) et H(N) sont des sous-algébres de Lie de
H(M x N) tels que
HM)®H(N)cH(M xN).
Proposition 1.4 :¢
Si @ est un champ tenseurs de type (0,r) (resp.(1,r))

sur M , alors il existe un unique champ de tenseurs "
sur M x N detype (0,r) (resp.(1,1)) tel que:

" (X}, X[ = (@(X, 0 X))
et o"(Z,,,2,)=0
pourtout  X,,---, X, e H(M) et
Z,,Z, e H(M)UH(N) ou il existe au moins
ie{l,n-,r}telque Z. eH(N).

' . h *
Preuve : Pour l'existence on prendw” =7 @ .

L'unicité de " découle de la proposition (2.3).
Ce résultat reste vrai pour le relevement vertical des
champs de tenseurs de type (0,r) et (1,r) surN .

Corollaire 1.5:
Si wet m sont deux champs de tenseurs de type (O, r)

(resp. (L,r)) surM et N respectivement, alors il existe

un unigue champ de tenseurs @ = ® @ ® de type
(O,r) (resp. (L,r)) sur M xN .

Proposition 1.6 :
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Soient V et 5 deux connexions linéaires sur M x N .
Sipourtout X,Y e H,, UH, ona VY :§XY ,
alors V = 6
0 0
Preuve :Si (—,-- (— -,——) sont

X, 5X) o, 0y,

des bases locales des champs de vecteurs relativement aux

cartes (U, ¢) eatl(M) et (V,w) e atl(N), alors si
) + X 0 )" et

+Yj+m(i)v,ona:

X = X(

Y :Yi(i)h
oX; i

V,Y =

0
OX

S

Xi YSV )h+( )h

o

G

O \hpysyy O
a—xi) (Y )(&

Xi Yt+mv ) (Yt+m)(

+

N

ox —)’

0
“(_) oy,

(6x

i 0
Xj+m YSV h+ h
(aw%&) ( )

0 0
—) (V) (—
&5 oy OXq

0 v
(ayj )

X j+m Yt+mv (_)

0
)v (Y t+m )(_
)V oy, oy,
=V,Y
Il découle immédiatement de la proposition (2.4) que si
M N
(M,V)et (N,V) sont deux connexions linéaires

respectivement sur M et N, alors il existe une unique
connexion produit V sur M x N telle que

M N
Vxlhxzh =(Vx, Xz)h Vylezv =(Vv Y,)"
VY, =0 VX3 =0
pourtout X,, X, e H(M) etY,,Y, e H(N).

Proposition 1.7 :

SiT, Ty, Ty (resp. R, Ry, , Ry ) désignent
respectivement les tenseurs de torsion (resp. de courbure)
sur MxN M et N, alors

T=T§+T R=R,, + R} @)
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Preuve:
Si X, X,, X, e H(M) et Y,,Y,,Y, e H(N) .,
alors

T(X1h1xzh) =V hXZh_V hxlh_[xlhfxzh]:
X X
1 2

M

(Vxl xz)h _(%x2 Xl)h _[lexz]h =

(%Xl X, _%Xz xl_[xbxz]) =
(TM (XI' Xz))h =

T (X1 X))+ TR (X X5) . T(YYS) =
VYVY; _VYVYIV NARAE
1 2

T (Y2 Y) +TE(Y,Y5)
T(th 7Y2V) = Tr\: (th 7Y2V) +Tr\\1l(xlh 7Y2V) =0
Du corollaire (2.5) on déduit que T =T, + T\, de la
méme faconona R = Ry, + Ry,

Par conséquent, on obtient les résultats :

- M x N est sans torsion si et seulement si M et N
sont sans torsion.

- M x N est sans courbure si et seulementsi M et N
sont sans courbure.

2. Métrique diagonale produit

Si (M,g,) et (N,g,) sont deux variétés
Riemanniennes de dimension m et n, respectivement,
alors ¢ P = g,'\],I @ g, est une métrique diagonale sur
M x N telle que :

g (X" Y") =g, (X,Y)"
g° (X", Y") =gy (X,Y)"
gD(Xh,YV)=O

(M xN,gP) estdite variété Riemannienne produit.

Les propriétés géométriques d'une variété produit sont
caractérisées par les tenseurs de type (0,r) (resp. (1,1))
de la fagon suivante :

Cas (0,2), il s'agit de la métrique gD associé a la

Connexion de Levi-Civita V est exprimée a l'aide de la
formule de Koszul ([6]), par :
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g ° (vxthlh J Zlh) =
1
@ Z @22 )
®)
+9°(Z X WD+ (02 X D) -9 O D)
M
=4 D((Vxl Yl)hvzlh)
N

9°(V,Y21Z3) =9°((V, Y2)"Z3).
Du fait que g° est de torsion libre, [X,", X3] =0, et
en utilisant la proposition 2.4, on en déduit :

gD(Vxthlhi Z;/) = gD(vxthzvv Zih) = gD(vxthzvv Z;/) =

gD(Vx;YZV’ Zlh) =0

M N
Vxthlh = (VX1 Y)", ngsz = (sz Y,)",
VX3 =V, X =0

pour tout X,,Y,,Z, e H(M) et
X,,Y,,Z, e H(N).

Cas (1,2),
Clest le tenseur de Ricci de (M x N, g®), noté Ric.

Proposition 2.1 :
Si X,YeH(M)et, UV eH(N),alorsona:

Ric(X",Y") = (Ric,, (X,Y))"
Ric(U",V") = (Ric, (U,V))"
Ric(X",U")=0
Preuve :
Soit {El,--', En} (resp. {Emﬂ,--., Em+n}) une base
orthonormale locale des champs de vecteurs relativement

aune carte (U, ) sur M (resp. (V,o) sur N ),
VP eUuxV ona:

RiX"Y"), => g°(REE" X"Y", E"), +
i=1

29" (RES XY E),

i=m+1

=0 (R (€ XOVE;
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h

— (Ricy (X.Y));

{ )

On obtient de la méme facon les autres résultats.
En vertu des propositions précédentes et de la définition

de la dérivée covariante VR du tenseur de courbure on a

3 0 (Ry (E;. X)Y.E,)

i=1

Proposition 2.2 :
Si X,Y,Z,HeH(M)et,UV,W,LecH(N),
alorson a

(VR)(H“,X“,Y“,Z“):((%RM)(H,X,Y,Z)j

(VR)(LV,UV,VV,Wv): [(% RN)(L,U,V,W)JV
(6)
(VRYH", U, V' W")=(VRYH", X", U",Z")=

Corollaire 2.3 :
Soient (M x N, g®) la variété Riemannienne produit

avec  o(p,q)
h h
{el e, r\1l+1’“"

T(p’q)(M x N) ou {el,---,en} une base orthonormale
de T,M et {eM,---

T,N alors o(p,q) =c (p)+oc,(Q).

sa courbure scalaire et

\

n+m} une base orthonormale de

e

e } une base orthonormale de

!¥n+m

Cas (0,4):

il s'agit du tenseur K de courbure Riemannienne-
Christoffel de (M x N, g"®). Si

XY, Z,HeH(M)et,UV,W,LecH(N),a

partir des résultats précédents on établi directement les
identités suivantes:

K(X"Y"Z" H") = (K, (X,Y,Z,H))
KU V' W' L) = (K,U,V,W,L))
K(X"Y",z" L) = KU V' W' X")=0

Les résultats principaux de cet article sont les suivant :

Théoréme 2.4 :
Soit (M xN,g®) la variété Riemannienne produit,
alors

1- (M xN,g®) est localement symétrique si et
seulement si (M, g,,) et (N,g,)
symeétriques.

sont localement

0
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2- (M xN,g®)
(M,qg,,) et (N,g,) sontplates.

est plate si et seulement si

3- (M xN,gP®) estplate de Ricci si et seulement si

(M,g,,) et (N,g,) sontplates de Ricci.

Ce premier résultat est déja obtenu par Atgeken dans
([5), néanmoins les expressions locales que nous
trouvons sont naturellement plus techniques elles utilisent

les champs de tenseurs de type (1,2) et (Lr); En

particulier, si deux variétés sont a courbures
sectionenelles constantes leur produit peut posséder une
courbure sectionnelle non constante contrairement a ce
qui a été affirmé par Atceken ([5]).

Théoréme 2.5:

Soit (M xN,g®) une variété Riemannienne produit
des variétés Riemanniennes (M, g,,) et (N,g,). Si
(M xN,g®) aune courbure sectionnelle constante k
, alors (M,g,,) et (N,g,) ont des courbures

sectionnelles constantes égales a K .

Preuve :

Si (MxN,g D) a une courbure sectionnelle constante,
alors K(X,Y,Z,X) =0 pour tout champ de vecteurs
orthonormaux X,Y,Z dans M x N ([3]).

Si {Xl,Yl,Zl} et {XZ,YZ,ZZ} sont des champs de
vecteurs orthonormaux dans M et N
alors {th AN Zlh}‘ et {XZV,YZV,ZZV} sont des champs
de vecteurs orthonormaux dans M x N, on a d'une part

respectivement,

(KM (Xl’Yl’Zl’ Xl))h = K(th'Ylh'Zlh' th) =0
(KN (szYz’Zz’ Xz))v = K(X;'YZV’Z;’ X;) =0
d'autre part si {Xl,Yl} (resp. {Xz,Yz} sont des
champs de vecteurs linéairement indépendants dans

M (resp. N), alors {th,Ylh} (resp. {XZV,YZV} sont
des champs de vecteurs linéairement indépendants dans
M x N, de plus

g ° (R(X1h7Y1h )Y1h ' th)
g D(thlxlh)g D(Ylh'Ylh) - gD(X1h’Y1h)2
gu (R(X4, Y)Y, X)) X
gM (Xl’ Xl)gM (Yl’Yl) - gM (Xl’Yl)2

(
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9° (R(X3.Y,)Y; X3)
gD(XZ' X;)gD(szinv)_ gD(X;'sz)z
( gN(R(Xz’Yz)Yz'Xz)
O (xz’ XZ)gN (Yz’Yz)_ O (Xz’Yz)2

)V

d’ou
Om (R(Xl’Yl)Yl’ Xl) _
Om (Xl’ Xl)gM (Y17Y1) —On (Xl’Yl)Z
I (R(leYz)sz Xz)
O (Xzi XZ)gN (Yz’Yz)_ O (Xzin)2

k:

Remarque 2.6 :
si (M,g,) et (N,gy)

courbures sectionnelles constantes K, et k, (k, #Kk,),
alors la courbure sectionnelle de la variété produit
M x N n'est pas constante.

De cela on déduit que la réciproque du théoréeme 4
proposé dans ([5]) n'est pas toujours vraie.

sont deux variétés de

Théoréme 3.7 :
Soit (M, g,,) une variété Riemannienne de courbure

sectionnelle constante non nulle K, alors la variété

. . D '
Riemannienne (M xM,g") na pas de courbure
sectionnelle constante.

Preuve :

Soit {X,Y} deux vecteurs linéairement indépendants
dans M . Considérons

A=X"4+Y"Y, B=Y"-X", donc A et B sont
linéairement indépendants dans M x M ,

97 (AB) = (g (X,Y))" = (gu (X,Y))*
97 (A A) = (g (X, X)" +(gy (YY)
9°(B,B) = (g, (X, X))" +(gy (Y,Y))"

mais g° (A, B) xx = 0, alors la courbure sectionnelle
K (A, B) est donnée par
g° (R(A B)B, A)

K(AB) =

g® (A AgP°(B,B)-g°(AB)°
vVxeM :
K o (A B) = 29y (Ry (X, Y)Y, X))

(gM (Xx’ Xx) + gM (Yx’Yx))2
2gM (RM (Xx’Yx)Yx’ Xx)

9 (X X0 (YY) = Gy (X, Y, )
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. Owm (Xx’ Xx)gM (Yx’Yx)_gM (XX’YX)2
(9 (X0 X )+ 90 (. Y,))°
2k. gM (Xx’ Xx)gM (Yx’Yx)_ gM (XX7YX)2

(gM (Xx’xx)+ gM (YX’YX))Z

Si X, Y, sontorthonormaux, alors pour tout o € IR,
ona

Koy (X" +aY",aY" = X") =

2k gM (Xx! Xx)gM (a){x!d{x)_gM (Xx’an)Z
(gM (Xx1 Xx)+gM (ONX’ONX))Z

2
a

2k————
(1+a?)?

donc K, ,y estnon constante

Contre exemple : Cas de la sphére S3
On prend les champs de vecteurs X, ,» = (=Y, X,0),

Y =(~2,0,%), o0 IR® est muni de la structure

(x.y,2)

3
hilbertienne naturelle < U,V > 3= Z:uivi
i=1

Ona: < X,Y >=yz, ||X||2 =x?+y?,
||Y||2 =x*+z2% et X2 +y*+2° =1
d'ou
Kppy (X" +YY, YT = X")
2(X2+y2)(X2+22)_y222
(2x% + y? + 7%)?

2x?
1+ x?)?
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