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RESOLUTION D'UN PROBLEME MIN-MAX AVEC UNE COMMANDE

VECTORIELLE
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Résumé

Un probléme min-max en commande optimale a plusieurs entrées avec le signale de sortie
bornée a été résolu par une méthode adaptée du simplexe [1, 2, 3]. Celle-ci permet de
commencer l'itération par un point intérieur et permet aussi l'obtention d'une solution
approchée. Aprés avoir construit le support et l'accroissement de la fonctionnelle, on a
donné le critére d'optimalité et & — optimale sous forme du principe de Pontriaguine [4]. En
utilisant ces deux critéres, on a construit une itération de I’algorithme, constituée de trois
procédures : Changement de commande, changement d’appui et procédure finale.

Mots clés: Commande optimale, Commande vectorielle, Support contrdle, & -Optimal.

Abstract

An algorithm is proposed to solve the min-max optimal control for linear dynamic system.
initial and terminal states are fixed. The terminal constraints is borned. This algorithm is
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based on the simplex method of linear programming [1, 2, 3]. Algérie
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RESOLUTION D'UN PROBLEME MIN-MAX AVEC UNE COMMANDE VECTORIELLE

n probléme non linéaire de contrdle optimal avec
Uune commande vectorielle et des contraintes

bornées sur l'ensemble d'accessibilité a été
considéré. L'intérét du probléme réside en premier lieu
dans le modéle du min-max qui a plusieurs applications
pratiques et I’application de la méthode de résolution
développée par Gabassov et sont équipe. Ici on a fait une
généralisation au probléme avec une commande
vectorielle et le maintien de la spécificité de min-max, car
autrement on aurait un nombre €élevé de contraintes.

1. POSITION DU PROBLEME

Dans la classe des commandes constantes par
morceauxU = {U ('[),t eT = [O,t*] }, considérons le

probléme suivant:

J(U)Il’i{ligl(C;(X(t*)-‘r ak)—> max , (1)
X = Ax+Bu, x(0) =X, . 2)
g. <Hx(t.)<g",d. <u(t)<d", 3)

ou X('[)= (X o j S J) est un Nn- vecteur représentant
I'état du systeme a l'instant t, X, la position initiale, A, B
des NxXN—NXxFr - matrices constantes. H = H [| , J]

9. =01} 9" =g[l] des m-

a,,keK, des scalaires ou

une M X N -matrice,

vecteurs scalaires,

K= {1,2,....,/)}, C..K € K, des vecteurs constants

représentant les colts,
U(t) (Ul(t), uz(t),....,ur(t)),t €T, la commande

agissant sur le systéme,

d, <d",d. =(d.,, du,,....d., ) d" =(d;, d},.....d)
,avecl >1 ;
| = {1, 2,y m}, J= {1, 2, n} des ensembles

d'indices, J (U) le critére de qualité.
La solution du systeme (2) X('[), donnée par la formule
de CAUCHY est égale a:

X(t)= F(t{xo + j. F_l(t*)BU(T)dr}t eT, @

ou F(t) = exp(At), te [0, t*], est une matrice carrée
d'ordre n (résolvante), solution du systéme homogéne

F(t)= AF(t), F(0)=1,. (5)

En utilisant cette solution, le probléme (1)-(3) devient un
probléme de la seule variable u(t), teT:
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L

Iu)= rkni'{ck F(t.)x, +_|.Ck (thu(t)dt+ey,

0

J —max, (6)

te
g. —HFt.)x, < [P(tu(t)dt<g" — HFt. )x, . %)
0

d. <u(t)<d’, teT =[0,t.] ®)

ou

C, (t)=c F(t.)F'(t)B,k e K, P(t)= HFt.)F '(t)B,t T.
Définition 1.1

La commande u est admissible si U et X(t) vérifient les
contraintes (2)-(3).

La u dite optimale
si J (uo) = max J(U), et Ufest &-optimale s

Iu)-u)<e.

0

commande admissible est

2. COMMANDE-APPUI (SUPPORT-CONTROLE)

Dans lintervalle T, choisissons un ensemble T, de

ap
points isolés et de ensemble K, un sous ensemble K  ,
tels que :

T, <[Ky|-1+m.

T

A chaque momentt € construisons deux ensembles

ap >
L)1, 1) 1 (t), tels que
Iaf(t)UIac(t)?&@’ Z“ac(tl =m’ Z Iaf(tx =‘Kaf _l’
teTy teTyp
etsoitl, =1\ Ul,.

Désignons par :

To=tteTy: )20}, Ty =l eT, : 1,(t)= 0],
T, =T\T,_UT, . et posons Q, ={T,..I

al ac’ "ac

I, ={l..t)teT,}.

Construisons la matrice :

D, = (D(Qac): ((Di(t)a el t eTac)’ ou  @; (t)
est la i®™ colonne de la MXTF —matrice
()= (¢, (t), ¢,(2), ..... ¢, () = HP(t. — ), t €T,
et P(t) est la solution de I’équation différentielle:

P = AP, P(0)=B.

L, on

ac
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Définition 2.1

L'ensemble |, = {' ac (t), te Tac}

T,. sont appelés respectivement ensemble des indices
d'appui et ensemble des moments d'appui, et la paire
Q. = {Tac ) | ac} appui des contraintes du probléme (1)-
(3) sila Mx M —matrice O,

En utilisant cet appui, on construit les vecteurs suivants:

Ck—( Kt)iel, (t)teT, )keK ou c(t)

ieme

et I'ensemble

est inversible.

est le i élément du I — vecteur
CK(t)=(c*(t). ....c¥(t) =C,P(t. —t) teT, keK ,
et les estimations suivantes:

AO)=(&(1).... 4 0)=yaf)-C(thteT.kek: )
Y, =Cxd! keK. (10)

Désignons parQ, = {T af > bar s Ky }, et construisons la

matrice suivante:

Aalf = (A(Qaf ); e(Kaf ))’

o AQy )= (A5 (t)h i e 1, (¢,
e(K)=(e, =1,k e K), A“(t) estle i®
de la fonction (9).

teT,,keK,

af »

)

élément

Définition 2.2

Ky, T

af >

l; = {l of (t),t eT, } sont

appelés respectivement des indices d'appui et I'ensemble
Q. I'appui de la fonctionnelle si la matrice A est

inversible, A est dite matrice d'appui.

Les ensembles

af > " af

SoitQaf un appui de la fonctionnelle, en utilisant la

on construit le

an

.y . . -1
derniére ligne de la matrice A,

veeteur 4 = (2K |, A[K,, ), Ky = KK

21k J= 0l ] 1

Définition 2.3

AK,]=0

L'appui Q, est ditréguliersiA [K,;]2>0.

Par la suite on ne considérera que des appuis réguliers.

Définition 2.4
La paire Q,, = {Qac’Qaf} formée de l'appui des

contraintes et de l'appui de la fonctionnelle est appelée
appui du probléme (1)-(3).
L'appui Q,, est dit régulier si Q¢ est régulier.
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Remarque 2.5

L’appui Q, avec T,; = O est régulier.

Définition 2.6

La paire {U, Qap} formée d'une commande admissible et

de I'appui Q,, est appelée commande appui.

Définition 2.7

La commande appui {u, Qap } est dite non dégénérée si :
Ils existent de
Vo >0, 1, >0,U wlt)si=ls s

que pour tous ¥,0<py<y,, on a les relations

tels nombres

isiel

suivantes:

ls_ tj+y s bty

S ui ()t =Y | uj (t)dt,
i=lt,~yielglt) J=l )y lelgp L)

i]’ dt_Zj ()dtkeK

j= 11 },Ielap ])

ap (tj )a J = 1, veees S

22-J(u) < e x(t. )+, k e K.
3-9.(1y ) < H(1, Ix(t) < g"(1

j=lt. ,7Ie|ap J)

Ay + 4o SUF <dj —p,1 €

).

3. CRITERE D’OPTIMALITE

Soit {U, Qap} une commande appui de départ,
et X(t), t €T, sa trajectoire correspondante, les vecteurs
Y., K e K(10), les nombres A,,KkeK (1), et la

trajectoire unique g//(t), teT,

)=2 Al
keK
En utilisant cette fonction, on construit la co-commande

Alt)=(A,(t),....A, () teT:
Alt)=—y'(t)B,teT.

Remarque 3.1
La co-commande A(t),t €T peut étre écrite sous une

solution du systeme
conjugué
l// e

~H'y, +¢,). (12)

(13)

autre forme:
Alt)=D 24 A(t)teT. (14)
keK
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SoitT(t) = u(t)+ Au(t), X(t) = x(t)+ Ax(t),

une autre commande admissible et sa trajectoire
admissible correspondante.

Calculons les vecteurs d'écarts:

o, = X(t. )+, —I(u),

o, =¢X(t.)+a, —J(@) keK
ouw >0, @ >0, Vk € K, par définition deJ(U).
Introduisons le vecteur Aa)(K ) = (Aa)k ,keK ) :

Ao, =@, —o, =CAX(t.)-A(u), keK. (16)
De la définition de J(U) et du vecteur a)(K), résulte
l'inégalité:

Aw, = —a)k , k € K . En utilisant I’expression (4), on a

j F(t
De la, I’expression (16) devient :

AJ(u )=c'Ax(t )— Ao,
_jc F(t
-fou

De la en vertu des vecteurs (11) et (14),
formule d'accroissement du critére de qualité:

(15)

(t)BAu(t)dt .

(t)BAu(t)dt — Ao,

(t)dt - Aw,.

résulte la

te

A(u)=-[A@au)dt+ > v - AAa, (7)

0 i€l Ul keK

et -0t

La valeur max1male de l'accroissement (17) sous les
contraintes suivante:

AJ(u) - max,

d. —ut)< Au(t) < d ()teT

g —H(i. Ix(t.) <o <9/ -H Ix(t)iel,

Ao, 2 -0, ke K. (18)

estégaleél'

AuQ,)=] IA (O (), e+ IA (1) e+
(19)

+kZ/M+ DIRTEES Zviq

y<Dielyp y>0,iel,

t.
= [dtjdtr Y 5+,
0 keK
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appelée valeur de suboptimalit¢ de la commande appui

U’Qap} 5

ou

TH(i)={teT:A)>0}, T(i)={teT:A(t)<0},i=Lr

a(l)=(iel)=g.()-Hit) .o (1)=ly.iel)=

De la I’inégalité suivante:

J(ﬁ)— I(u)< ,b’(u,Qap ) vu.

De cette derniére inégalité, on obtient les critéres
suivants :

Théoréme 3.2

Les relations :

A,(t)> 0, pour u,(t)=d.,,
A,(t)<0, pouru,(t)=d’

A(t)=0, pourd, <u,(t)<d’ teT i=1r,

V >0 pour H( J) (t*):gi*’ (20)
v; <0, pour H(i, J)x(t.) = g,

v; =0, pour g,; <H(i, I)x(t.)< g, i,

A >0, pour @, =0,
A, =0, pour @, >0,k e K, ke K

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence
elles sont nécessaires pour l'optimalité de la commande

appui {U, Qap }

af »

Théoreme 3.3

Pour que la commande appui {U, Qap} soit optimale, il

est suffisant que le long de la commande U(t ), teT et

des trajectoires X('[), l//(t),t €T, les relations suivantes

soient vérifiées et elles sont nécessaires dans le cas de la
non dégénérescence:

(x(t), w(t) u(t) = max H(x(t) y(t) u) teT,

(K)olk) = -l (<))
-

max v'Z.
g.<z<g’

€2y

V' Hx(t.

Théoreme 3.4

Soit & un nombre positif donné.
Pour que la commande admissible U = (u (t), te T) soit
& —optimale, il faut et il suffit que pour un appui

régulier, sur le long de la commande-appui (U, Qap} et

des trajectoires correspondantes X(t), l//(t),t eT, les
conditions & — maximum soient vérifiées:

g (1)-Ht).
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HIX(E) yAe) ut) = pmax HOME) wlth ) -of T,
2(K)eA K) :—max(— 2(K)a(K))+s,keKy,

VHXt.)= maxv'Z -s,

g.<2<g’

(22)

st)dt + &, + zgk <g.

keK 4

avee

Ot——

4. Algorithme

Soit {U, Qap} une commande-appui de départ pour la

quelle, pour & > 0donné, le principe & —maximum
n’est pas vérifié.
Cette méthode consiste a améliorer la commande-appui

{u, Q. } — {LT, 6ap }en trois  étapes tel
I(@)=I(u):

i) Changement de commandeU —> U .

i) Changement d’appui Q,, —> Q,, .

que

iii) Procédure finale.

4.1. Changement de commande

Soit {U,Qap} une commande-appui de départ et
u(t)=u(t)+oAut) teT,
admissible pour le probléme (1)-(3), ou Au(t) est la

direction du changement de la commande, & > 0, le pas
maximum admissible le long de cette direction.
Choisissons les nombres ¢« > 0, h > 0 (paramétres de

une autre commande

l'algorithme) et construisons les ensembles suivants:

T, ={t eT :n(t)<a},T* ={t eT :n(t)Za},T* =T\T,,
ou 77(t) = min|Ai(t] =1,
Subdivisons I'ensemble T, en

intervalles[7 ;, 7 J[ J=1,..., N, tels que

N —
T, = UTJ,TJ[ rj,r, [z, Ti[= Q,i#j,ri—7;<h j=1

j=I

sy NG T C {rj, j :W}

u(t)=u; =const,tefz,, [, j =L,N.
Désignonsparf-:(Kij,lzl,_r)jzl,N:
HAU()te[z’J,z’,[j _N

"o, si j=N+1

ou j=N+1, est l'indice correspondant a I'ensemble

T.=T\T,.
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posons
A1) = d’ —u,(t) si A )< -a,

d. —u,(t)siA(t)>ai=LrteT.
Calculons les quantités suivantes:

j<1> (t)dt, g“)——fAk(t)dt,keK,jzl,

Zj Zj

7N3

[ & (Oau(tyt,

s = JOOROKE 0, +1)-

d.

b

j=d,.<—uj,d =d’ —uj, ]

,HAui(t)zfijzconst;teLr il j=LN,i=
V. =g.—Hx(t.), V" =g" - Hx(t.
g, =(g.(i) j=LN+1)G=(g
do=(d.. j=LNT1)d =(d, j=

Lr,
)
j,1:1,N+1

)

En utilisant ces quantités le probléme (18) sera équivalent
au probléme dit d'appui suivant:

N+1
I’Illl’l

Zg
V, <

+1
i

q Jf j
d.; </, <d J=LN+1,
dont la resolutlon se fera par la méthode adaptée de la
maniere suivante:

SoitS = {1, 2

du probléme (24) et posons les ensembles suivants:

)

+1

E +a)k]—>max

=

24

.......

N +1} I’ensemble des paramétres

S,,cS
A chaque indice j €S,

I, <1 Z‘ljac

\K

Sac| <m,S; c Sap,

ap?

on construit I'ensemble

=M, et a chaque moment j € S,

i€Sac
on construit I'ensemble
Ijaf < I \Ijac’ Z Ijaf‘:‘Kaf _1
=t

Introduisons la matrice
Q.. ZQ(S )z(qij,l el; ,Jes, ) ou (Qest la

jreme ligne de la matrice Q;(23) avec detQ( )¢ 0.
Construisons les estimations :

5” = (Kaf ): (gu(Kaf ), ie Ijac » J € Sac)

Q. xg"(K, diel, jes 25)

et formons la matrice :
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Dy = (5” (Kaf ), iel i ? J€S4; e(Kaf )), (26) Z(t) = —l/7'(t)B, t €T, laco-commande, construisons

ou detD, #0. alors la quasi—commande = (a)(t) ,te T) :

Posons comme plan de départ [£; =0 et @ (t)=d;, si A;(t)<0,

Pappui S, (Sac, Sars 1, » Ky ) o,(t)=d.,, si A,(t)>0, (28)
Au bout d’un certain nombre d’itération on aboutit 3 la @, (t)€[d.,d; 1,81 A;(t)=0,teT,i= Lr;

et sa quasi-trajectoire correspondante

solution & — optimale {f ‘j R §ap }du probléme (24).
xX= (;(('[) ,te T) solution du systeme:

La nouvelle commande du probléme (1)-(3) sera alors:

i) ut)+ ¢4, telz;, 7il, j=LN, o 7 =Ay+Bao, y(0)=x
- -Si
u(t)+ ¢4, Ault), teT.. 6. <Hylt)<g e

— — J(ca) =C', ;((t*)+ a,keK,, alors la quasi-
U ainsi construite vérifie I'inégalité J (U)Z J (U)

_ commande a)(t) ,t €T est optimale pour le probléme
Par la suite si lindice N +1¢&Sa alors on (1)-3)

pose gap =§ap, sinon on l'exclut de I’appui [2]:
S, =(Sw \N+1)Uj..

L'appui du probléme (1)-(3) est défini a partir de I'appui [7 (-Fap) J: R 9. (rap)_ H (Tap7‘])Z (t) (29)
du probléme (24): ) C'(ﬁaf )}((t* )+ a(}zaf )_ e(PZaf )J (@)

-Si non, déterminons le vecteur:

Jar ? af > ' “af af >

eL - - BOSOHS te Tap = Tac UTaf 59 = Z ap (1%9

Qap = {Tapﬂlac(t)t e-I-ac’-l-afﬂlaf (t)t eTaf;Kaf } - teEp
Par la suite, construisons les matrices: R o, t), iel, ('[), teT,

CDac = ( i(t)’ ie INac(t)>t ef ) -G (Kaf Jt)’ e Iap(t)9t eTap; e(Kaf )
Ay =Ky thieT, () teT, e, ) . .
af P\t af ) af > af oudetR # 0, car det®, #0 et detA,; #0;
~ ~

Et calculons les NVecteurs A (tN) ), /I(K) (1), * g. . Si7 <0

vérifions que det® . # OetdetA,, #0. g. = g siv>0,ic |~ap

Calculons alors la nouvelle valeur de

suboptimalit¢ U ( Qap ): B Calculons les quantités suivantes:

-Si ﬂ 0 alors {7 Q } est une commande-appui

optimale pour le probleme ( i -(3). Be=r(s+1)+3(@)-coxt.)-a - 3 Z(():ik (th(t) ke Ky =K\K,,

teTypiely(t

- < o[+ ~ ‘[

Si ﬂ <¢& alors U est une commande-appui | (i)= > e+ H(T. )t )97 (T )

& — optimale. ~ (eTopichp(t) ) )

-Si non, on passe soit a une nouvelle itération en 7*('»4 )= > 2o+ H(IH sJ)Z(t*)— 9*('.4)

. ~ teT piely(t)
démarrant avec la commande-appui {a, Qap} et les Deux cas peuvent se présenter :
1% cas :
de

Si les relations suivantes:

H}/(ip)‘ <u, B <0,ke IZH ; 7/*(|~H } y*(INH )S 0, (30)

paramétres o <a,h<hou a la procédure
changement d'appui.

4.2. (ihangement d’'appui (i Paramétre de la méthode)
Soit ‘P(’[) ,t €T la solution du systéme conjugué (12) sont vérifiées alors on passe a la procédure finale avec
construite par I’appui Qap , et soit "appui Qap .
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2iémecaS .
Si non on va changer 1’appui Qap , en utilisant la méthode

duale [2]_
@-q).

et refaire une nouvelle itération avec la
commande-appui U, Q}

4.3. Procédure finale

Supposons que pour la quasi-commande

o=(ot)teT)@2s) e sa
x=(xt)teT)

I’appui Qap , les conditions (30) sont vérifiées.

quasi-trajectoire
correspondante construite  par

Formons les ensembles

Tio = {t eT: Zi ('[) = 0}, I =1,...,r, des points isolés

€ {t eip : INap(t)= i}
et
Az)#0,ieT (t)teT
La procédure finale consiste a determmer I’appui optimal
Tgp = (Z'J-, i=1 TO(S-l-l) a partir du vecteur
(29) de telle sorte a avoir :

g. < H;((t*)ﬁ g,

a)(lzaf ): 0.

ap?

G

Ceci nous ramene au systéme d’équation suivant:

2, Yo -k, fmm RART Yy

(32)

Zld —d, Jsign jc (tldt+ofs+1)=q +¢, AL)keK,.
Jllelaptl

On résoud le systeme (32) par la méthode de NEWTON,
en utilisant les approximations initiales:

ngg) = TO, j=1L. S} T((SJBI) avec
fgg)—{ j=1...s} 7oy = r(s+1).

Supposons connue la k™

approximationrgg) = Tgé)rgf{) = {Z'gk), j=1... S},

(k+1)

approximation 7, et

T((;(Jr)l) , alors la (k + l)ié ¢
k+1)

T((s+1) sera:

+1 z'(k { ¢Slgn‘< ) (Zik)|el( )J =l,.. s} (33)
T((::ll) = (s)u) +{s+1),
ou (}/i (Tgk)), e |~ap (Tgk)), j=1...5s; 7/((521)) est le

vecteur 29) calculée par

Qgp)z{rg) |~( )’T Erfgtp)’lzaf}'

1’appui

Soient Tap, z_(os +1) la solution du systéme (32), alors la
0

fonction @ t) teT (28)
Qgp_{ap’lo( )T GZ-ap’}zaf} est

commande optimale pour le probléme (1)-(3) et Qgp est

calculé par I’appui

une

I’appui optimal.
CONCLUSION

Dans cet article un algorithme de résolution d’un
probléme actuel de controle optimal a été réalisé. Le
probléme de départ a été transformé en un probléme de la

seule variable u(t), t € T . La difficulté du probléme est

que la fonctionnelle est non différentiable, c’est pour quoi
on ne peut pas utiliser les techniques de programmation
mathématique. Notre algorithme bas¢ sur les techniques
de la méthode du simplexe, se termine par une procédure
finale qui fait appel a la méthode de Newton qui converge
rapidement.
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