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Résumé  

Un problème min-max en commande optimale à plusieurs entrées avec le signale de sortie 
bornée a été résolu par une méthode adaptée du simplexe [1, 2, 3].  Celle-ci permet de 
commencer l'itération par un point intérieur et permet aussi l'obtention d'une solution 
approchée. Après avoir construit le support et l'accroissement de la fonctionnelle, on a 
donné le critère d'optimalité et −ε optimale sous forme du principe de Pontriaguine [4]. En 
utilisant ces deux critères, on a construit une itération de l’algorithme, constituée de trois 
procédures : Changement de commande, changement d’appui et procédure finale. 
Mots clés: Commande optimale, Commande vectorielle, Support contrôle, ε -Optimal. 
 
 
 
 

Abstract   

An algorithm is proposed to solve the min-max optimal control for linear dynamic system. 
initial and terminal states are fixed. The terminal constraints is borned. This algorithm is 
based on the simplex method of linear programming [1, 2, 3]. 
Keywords: The Commande optimale, Commande vectorielle, Support contrôle, ε -Optimal. 
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n problème non linéaire de contrôle optimal avec 
une commande vectorielle et des contraintes 
bornées sur l'ensemble d'accessibilité a été  

considéré. L'intérêt du problème réside en premier lieu 
dans le modèle du min-max qui a plusieurs applications 
pratiques et l’application de la méthode de résolution 
développée par Gabassov et sont équipe. Ici on a fait une 
généralisation au problème avec une commande 
vectorielle et le maintien de la spécificité de min-max, car 
autrement on aurait un nombre élevé de contraintes. 
 
1. POSITION DU PROBLEME  
 
Dans la classe des commandes constantes par 
morceaux ( ) [ ]{ }*,0, tTttuU =∈= , considérons le 
problème suivant: 
                                     
( ) ( )( )

ukkKk
txcuJ maxmin *

' →+=
∈

α ,                    (1)                                       

( ) 00, xxBuAxx =+=& ,                                       (2)                                            

( ) ( ) *
*

*
** , dtudgtHxg ≤≤≤≤ ,                   (3)                                         

 
où ( ) ( )Jjxtx j ∈= ,  est un n- vecteur  représentant 

l'état du système à l'instant t, 0x  la position initiale, A, B 

des rnnn ×−× - matrices constantes. [ ]JIHH ,=  

une nm× -matrice, [ ] [ ]IggIgg **
** , ==  des m- 

vecteurs scalaires, Kkk ∈,α , des scalaires où 

{ }ρ,....,2,1=K , Kkck ∈,' , des vecteurs constants 
représentant les coûts, 
( ) ( ) ( ) ( )( ) Tttutututu r ∈= ,,....,, 21 , la commande 

agissant sur le système, 
( ) ( )**

2
*
1

*
*2*1**

*
* ,....,,,,....,,, rr dddddddddd ==<

, avec 1>r  ; 
 

{ } { }nJmI .....,,2,1,.....,,2,1 ==  des ensembles 

d'indices, ( )uJ  le critère de qualité. 

La solution du système (2) ( )tx , donnée par la formule 
de CAUCHY est égale à: 

( ) ( ) ( ) ( ) TtdButFxtFtx
t

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∫ − ,

0
*

1
0 ττ ,        (4)                           

où ( ) ( ) [ ]*,0,exp ttAttF ∈= , est une matrice carrée 
d'ordre n (résolvante), solution du système homogène  
( ) ( ) ( ) .0, nIFtAFtF ==&                                      (5)           

      
En utilisant cette solution, le problème (1)-(3) devient un 
problème de la seule variable ( ) Tttu ∈, : 

                       

( ) ( ) ( ) ( )
u

t

kkkKk
dttutCxtFcuJ maxmin

*

0
0*

' →⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++= ∫∈
α ,    (6)

  
                        

( ) ( ) ( ) ( )∫ −≤≤−
*

0
0*

*
0**

t

xtHFgdttutPxtHFg ,         (7)         

       
      ( ) [ ]*

*
* ,0, tTtdtud =∈≤≤                            (8)                        

  
où 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,, 1
*

1
*

' TtBtFtHFtPKkBtFtFctC kk ∈=∈= −−

 
Définition 1.1 
 
La commande u est admissible si u et ( )tx  vérifient les 
contraintes (2)-(3). 
La commande admissible 0u  est dite optimale 
si ( ) ( )uJuJ

u
max0 = , et εu est ε -optimale si 

( ) ( ) .0 εε ≤− uJuJ  
 
2. COMMANDE-APPUI (SUPPORT-CONTROLE)  
 
Dans l’intervalle T, choisissons un ensemble apT  de 

points isolés et de l’ensemble K, un sous ensemble afK , 
tels que : 
 .1 mKT afap +−≤  

A chaque moment apTt ∈ , construisons deux ensembles 

( ) ( ) ItIItI afac ⊂⊂ , \ ( )tIac , tels que 

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∈∈

−==≠∪
apap Tt

afaf
Tt

acacaf KtImtItItI ,1,,Ø

et soit afacH IIII ∪= \ . 
Désignons par : 

( ){ } ( ){ },Ø:,Ø: ≠∈=≠∈= tITtTtITtT afapafacapac

afacH TTTT ∪= \  , et posons { } ,, acacac ITQ =  où 

( ){ } ., acacac TttII ∈=  
Construisons la matrice : 

( ) ( )( ),,, acaciacac TtIitQ ∈∈=Φ=Φ ϕ  où ( )tiϕ  

est la ièmei  colonne de la −× rm matrice 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,,....,,2, *21 TtttHPttt r ∈−==Φ ϕϕϕ

 et ( )tP  est la solution de l’équation différentielle: 

( ) .0, BPAPP ==&  
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Définition 2.1 
 
L'ensemble ( ){ }acacac TttII ∈= ,  et l'ensemble 

acT sont appelés respectivement ensemble des indices 
d'appui et ensemble des moments d'appui, et la paire 

{ }acacac ITQ ,=  appui des contraintes du problème (1)-

(3) si la −×mm matrice acΦ est inversible. 
En utilisant cet appui, on construit les vecteurs suivants: 

( ) ( )( ) ,,,, KkTttIitcC acac
k
i

k
ac ∈∈∈=  où ( )tc k

i  

est le ièmei  élément du −r vecteur  
( ) ( ) ( )( ) ( ) KkTtttPCtctctC k

k
r

kk ∈∈−== ,,....,, *
'

1  , 
et les estimations suivantes: 
                       

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ;,,....,, ''
1 KkTttCtyttt k

k
k
r

kk ∈∈−Φ=∆∆=∆   (9)                                 

.,1'' KkCy ac
k

ack ∈Φ= −                                               (10)                                               
 
Désignons par { }afafafaf KITQ ,,= , et construisons la 
matrice suivante: 

( ) ( )( )afafaf KeQ ;∆=∆ , 

où ( ) ( ) ( )( )afafaf
k
iaf KkTttIitQ ∈∈∈∆=∆ ,,, ,

( ) ( )KkeKe k ∈== ,1 , ( )tk
i∆  est le ièmei   élément 

de la fonction (9). 
 
Définition 2.2 
 
Les ensembles ( ){ }afafafafaf TttIITK ∈= ,,,  sont 
appelés respectivement des indices d'appui et l'ensemble 

afQ l'appui de la fonctionnelle si la matrice af∆ est 

inversible, af∆ est dite matrice d'appui. 

Soit afQ un appui de la fonctionnelle, en utilisant la 

dernière ligne de la matrice 1−∆ af , on construit le 

vecteur [ ] [ ]( ) :\,, afHHaf KKKKK == λλλ         (11)                           
                                     
[ ] [ ]( ) [ ] 0,1,0' 1 =∆= −

Hafafaf KIK λλ  
 
Définition 2.3 
 
L'appui afQ est dit régulier si 0][ ≥afKλ . 
Par la suite on ne considérera que des appuis réguliers. 
 
Définition 2.4 
La paire { }afacap QQQ ,=  formée de l'appui des 
contraintes et de l'appui de la fonctionnelle est appelée 
appui du problème (1)-(3). 
L'appui apQ est dit régulier si afQ est régulier. 
 

Remarque 2.5 
L’appui afQ avec Ø=afT est régulier. 
 
Définition 2.6 
 
La paire { }apQu,  formée d'une commande admissible et 

de l'appui apQ est appelée commande appui. 
 
Définition 2.7 
 
La commande appui { }apQu,  est dite non dégénérée si :  
Ils existent de tels nombres 

( ) sjtIiu japij ....,,1,,,0,0 00 =∈>> γµγ  ; tel 

que pour tous 00, γγγ << , on a les relations 
suivantes: 
1°-            

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

∑ ∫ ∑∑ ∫ ∑
=

+

− ∈=

+

− ∈

=
s

j

t

t tIi
iji

s

j

t

t tIi
ii

j

j jap

j

j jap

dttutdttut
11

γ

γ

γ
γ

γ

ϕϕ , 

                 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

∑ ∫ ∑∑ ∫ ∑
=

+

− ∈=

+

− ∈

∈∆=∆
s

j

t

t tIi
ij

k
i

s

j

t

t tIi
i

k
i

j

j jap

j

j jap

Kkdttutdttut
11

,
γ

γ

γ
γ

γ

                              
( ) sjtIidud japiiji ....,,1,,0

*
0* =∈−≤≤+ µµ γ . 

 
2°- ( ) ( ) Hkk KktxcuJ ∈+< ,*

' α . 

3°- ( ) ( ) ( ) ( )HHH IgtxJIHIg *
** , << . 

 
 
3. CRITERE D’OPTIMALITE 
 
Soit  { }apQu,  une commande appui de départ, 

et ( ) Tttx ∈, , sa trajectoire correspondante, les vecteurs 

Kkyk ∈, (10), les nombres Kkk ∈,λ (11), et la 

trajectoire unique ( ) Ttt ∈,ψ , solution du système 
conjugué: 

( ) ( )∑
∈

+−=−=
Kk

kkk cyHtA ',' * λψψψ& .           (12)                       

En utilisant cette fonction, on construit la co-commande 
( ) ( ) ( )( ) Ttttt r ∈∆∆=∆ ,....,,1 : 

( ) ( ) TtBtt ∈−=∆ ,'ψ .                                             (13)      
                                                                                                         
Remarque 3.1 
La co-commande ( ) Ttt ∈∆ , peut être écrite sous une 
autre forme: 
( ) ( )∑

∈

∈∆=∆
Kk

k
k Tttt ,λ .                                       (14)                        
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Soit ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtxtxtututu ∆+=∆+= , ,  
une autre commande admissible et sa trajectoire 
admissible correspondante. 
Calculons les vecteurs d'écarts: 

( ) ( )
( ) ( ) KkuJtxc

uJtxc

kkk

kkk

∈−+=

−+=

,

,

*
'

*
'

αω

αω
                      (15)                                                                                     

où Kk ∈∀≥≥ ,0,0 ωω , par définition de ( )uJ . 

Introduisons le vecteur ( ) ( ) :, KkK k ∈∆=∆ ωω  

( ) ( ) .,*
' KkuJtxckkkk ∈∆−∆=−=∆ ωωω       (16)                                                                    

De la définition de ( )uJ  et du vecteur ( )Kω , résulte 
l'inégalité: 

Kkkk ∈−≥∆ ,ωω . En utilisant l’expression (4), on a 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∆=∆ −
*

0

1
**

t

dttuBtFtFtx . 

De là,  l’expression (16) devient : 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) .
*

*

'

1
*

'

*
'

∫

∫

∆−∆=

∆−∆=

∆−∆=∆

−

t

O
kk

t

O
kk

kk

dttuC

dttuBtFtFc

txcuJ

ω

ω

ω

 

De là en vertu des vecteurs (11) et (14),  résulte la 
formule d'accroissement du critère de qualité: 
 

( ) ( ) ( )∫ ∑ ∑
∪∈ ∈

∆−+∆∆−=∆
*

0

'
t

IIi Kk
kkii

afac

dttutuJ ωλυν    (17)                                                               

où
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*

' ,;0;, txHIiIIIyIiI
Kk

iHkki ∆=∈===∈= ∑
∈

υυνλνν

La valeur maximale de l'accroissement (17) sous les 
contraintes suivante: 

( ) max,→∆ uJ  

( ) ( ) ( ) ,,*
* Tttudtutud ∈−≤∆≤−  

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,, *
*

** apiii IitxJiHgtxJiHg ∈−≤≤− υ
 

., afkk Kk ∈−≥∆ ωω                                              (18)                                                                         
est égale à: 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )( )

( ) ,

,

*

0
1

,0 ,0

*
*

1

*
*

∫ ∑

∑ ∑∑

∑ ∫∫

∈

∈< ∈>∈

=

++=

+++

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−∆+−∆=

−+

t

Kk
k

Ii Ii
iiii

Kk
kk

r

i
ii

iT
iii

iT
iap

dtt

dtdtutdtdtutQu

api api

εεε

υνυνωλ

β

ν ν

(19)                                            

appelée valeur de suboptimalité de la commande appui 
{ }apQu,  ;  
où 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ritTtiTtTtiT ii ,1,0:,0: =<∆∈=>∆∈= −+

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,,, *
***

**** tHxIgIiItHxIgIiI ii −=∈=−=∈= υυυυ
 
De là l’inégalité suivante: 
( ) ( ) ( ) uQuuJuJ ap ∀≤− ,,β . 

De cette dernière inégalité, on obtient les critères 
suivants : 
 
Théorème 3.2 
 
 Les relations : 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∈∈>=
=>

∈<<=

=<
=>

=∈<<=∆

=<∆

=>∆

,,,0,0
,0,0

,,,,0

,,,0
,,,0

,,1,,,0

,,0

,,0

*
**

**

*
*

*
*

*
*

afkk

kk

apiii

ii

ii

iiii

iii

iii

KkKkpour
pour

IigtxJiHgpour

gtxJiHpour
gtxJiHpour

riTtdtudpourt

dtupourt

dtupourt

ωλ
ωλ

ν

ν
ν      (20)                       

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence 
elles sont nécessaires pour l'optimalité de la commande 
appui { }apQu, . 
 
Théorème 3.3 
 
Pour que la commande appui { }apQu,  soit optimale, il 

est suffisant que le long de la commande ( ) Tttu ∈,  et 

des trajectoires ( ) ( ) Ttttx ∈,,ψ , les relations suivantes 
soient vérifiées et elles sont nécessaires dans le cas de la 
non dégénérescence: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) .'max'

,'max'

,,,,max,,

*
*

*
*

* ZtHx

KKKK

TtuttxHtuttxH

gZg

O

dud

k

νν

ωλωλ

ψψ

ω

≤≤

≥

≤≤

=

−−=

∈=
         (21)                         

 
Théorème 3.4 
 
Soit ε un nombre positif donné. 
Pour que la commande admissible ( )( )Tttuu ∈= ,  soit 
−ε optimale, il faut et il suffit que pour un appui 

régulier, sur le long de la commande-appui { }apQu,  et 

des trajectoires correspondantes ( ) ( ) Ttttx ∈,,ψ , les 
conditions −ε maximum soient vérifiées: 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ,'max'

,,'max'

,,,,max,,

1* *
*

*
*

ενν

εωλωλ

εψψ

ω

−=

∈+−−=

∈−=

≤≤

≥

≤≤

ZtHx

KkKKKK

TttuttxHtuttxH

gZg

afk
O

dud

k

     (22)                                                          

avec ( )∫ ∑
∈

≤++
*

1

t

O Kk
k

af

dtt εεεε . 

 
4. Algorithme 
 
Soit { }apQu,  une commande-appui de départ pour la 

quelle, pour 0>ε donné, le principe −ε maximum 
n’est pas vérifié. 
Cette méthode consiste à améliorer la commande-appui  
{ } { }apap QuQu ,, → en trois étapes tel  que 

( ) ( )uJuJ ≥ :   
i) Changement de commande uu → . 
ii) Changement d’appui apap QQ → . 
iii) Procédure finale. 
 
4.1. Changement de commande 
 
Soit { }apQu,  une commande-appui de départ et 

( ) ( ) ( ) Tttututu ∈∆+= ,θ , une autre commande 

admissible pour le problème (1)-(3), où ( )tu∆  est la 
direction du changement de la commande, 0≥θ , le pas 
maximum admissible le long de cette direction. 
Choisissons les nombres 0,0 >> hα (paramètres de 
l'algorithme) et construisons les ensembles suivants: 

( ){ } ( ){ } 0**0 T\,:,: TTtTtTtTtT =≥∈=<∈= αηαη , 

où ( ) ( ) ritt i ....,,1,min =∆=η . 

Subdivisons l'ensemble 0T  en 

intervalles Njjj ....,,1[,,[ =ττ , tels que 

1,,Ø,[,[[,[,[,[
1

0 =≤−≠=∩=
=

jhjiT jjiijj

N

j
jj ττττττττU

, { }NjTN jp ,1,;....,, =⊂ τ   

( ) .,1[,,[, Njtconstutu jjj =∈== ττ  

Désignons par ( ) Njriijj ,1,,1, === ll : 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=∈∆
=

1,

,1[,,[,

Njsi

Njttu jj
j

θ

ττθ
l  

où 1+= Nj , est l'indice correspondant à l'ensemble 

0* \ TTT = . 

Et posons 

( ) ( ) ( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=>∆−

−<∆−
=∆

.,,1,,

,,

**

*

Ttritsitud

tsitud
tu

iii

iii
i

α

α
 

 
Calculons les quantités suivantes: 

( ) ( ) ( ) ,...,,1,,, NjKkdttgdttq
j

j

j

j

k
j

kj =∈∆−=Φ= ∫∫
τ

τ

τ

τ

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,1,

**

'
1 dttutNgdttutq

T
kk

T
N ∫∫ ∆∆−=+∆Φ=+

1,0;,1,, *
11*

**
** ===−=−= ++ NNjjjj ddNjuddudd

, 
( ) ,10,,1,,1[,,[, ≤≤==∈==∆ θττθ riNjtconsttu jjiji l   (23)                        

( ) ( ),, *
**

*** tHxgVtHxgV −=−=  

( )( ) ( )1,1,,1,1, +==+== NjqGNjjgg jkk , 

( ) ( ).1,1,,1,1, **
** +==+== NjddNjdd jj  

 
En utilisant ces quantités le problème (18) sera équivalent 
au problème dit d'appui suivant: 

( )

,1,1,

,

,maxmin

*
*

*
1

1
*

1

1

'

+=≤≤

≤≤

→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∑

∑
+

=

+

=
∈

Njdd

VqV

jg

jjj

N

j
jj

N

j
kjkKk

l

l

l
l

ω

                        (24)                        

dont la résolution se fera par la méthode adaptée de la 
manière suivante: 
Soit { }1.....,,2,1 += NS  l’ensemble des paramètres 
du problème (24) et posons les ensembles suivants: 

,1,, −+≤⊂⊂ mKSKKSS afapafac  

.1,,, −≤⊂≤⊂ afafapafacapac KSSSmSSS  

A chaque indice acSj∈ , on construit l'ensemble 

,: mIII
ac

acac
Sj

jj =⊂ ∑
∈

 et à chaque moment acSj∈ , 

on construit l'ensemble 

.1,I\
acj −=⊂ ∑

⊂
af

Sj
jj KIII

af

afaf
 

 Introduisons la matrice 
( ) ( )acjijacac SjIiqSQQ

ac
∈∈== ,,  où  ijq est la 

ièmei  ligne de la matrice jq (23) avec ( ) .0det ≠acSQ  
Construisons les estimations : 

( ) ( )( )',, acjaf
ij

af
ij SjIiKgK

ac
∈∈==δ                               

( ) SjIiKgQ af
ij

ac ∈∈×− ,,1                    (25)                     
et formons la matrice : 



              RESOLUTION D'UN PROBLEME MIN-MAX AVEC UNE COMMANDE VECTORIELLE 
 

 34

( ) ( )( )afafjaf
ij

af KeSjIiKD
af

;,, ∈∈= δ ,       (26)                                                                         

où .0det ≠afD  

Posons comme plan de départ 0=jl  et 

l’appui ( )afjafacap KISSS
af

,,,= . 

Au bout d’un certain nombre d’itération on aboutit à la 
solution −ε optimale { }apj S,εl du problème (24). 
La nouvelle commande du problème (1)-(3) sera alors: 

( ) ( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈∆+

=∈+
=

+ .,

,,1[,,[,

*1 Tttutu

Njttu
tu

N

jjj

ε

ε ττ

l

l
        (27)                                                                            

 
u  ainsi construite vérifie l'inégalité ( ) ( )uJuJ ≥ . 

Par la suite si l'indice apSN ∉+1  alors on 

pose apap SS =
~

, sinon on l'exclut de l’appui [2] : 

( ) *1\~ jNSS apap ∪+= . 
L'appui du problème (1)-(3) est défini à partir de l'appui 
du problème (24):  
 

{ } { } ( ) acjjacafjafacjac SjIISjTSjT
ac

~,~~,~,~,~,~ ∈=∈=∈= τττ

, ( ) afafafjjaf KKSjII
af

=∈= ~,~,~~ τ , 

et posons 
( ) ( ){ }afafafafacacapap KTttITTttITQ ~;~,~;~;~,~;~~

∈∈= . 
Par la suite, construisons les matrices: 
 

( ) ( )( )acaciac TttIit ~,~, ∈∈=Φ ϕ , 

( ) ( ) ( )( )afafafafiaf KeTttIitK ~;~,~,,~~ ∈∈∆=∆ . 

Et calculons les vecteurs ( )tk∆~  (9), ( )Kλ~  (11), 

vérifions que 0~det ≠Φ ac et 0~det ≠∆ af . 
Calculons alors la nouvelle valeur de 
suboptimalité ( ) ββ =apQu ~,  . 

-Si 0=β  alors { }apQu ~,  est une commande-appui 
optimale pour le problème (1)-(3). 
-Si εβ ≤  alors { }apQu ~,  est une commande-appui 
−ε optimale. 

-Si non, on passe soit à une nouvelle itération en 
démarrant avec la commande-appui { }apQu ~,  et les 

paramètres hh << ,αα ou à la procédure de 
changement d'appui. 
 
4.2. Changement d’appui 
Soit ( ) Ttt ∈Ψ ,~

la solution du système conjugué (12) 

construite par l’appui apQ~ ,  et soit 

( ) ( ) TtBtt ∈−=∆ ,'~~ ψ ,  la co-commande, construisons 

alors la quasi-commande ( )( )Ttt ∈= ,ωω  : 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ;,1,,0~,],[

,0~,

,0~,

*
*

*

*

riTttsiddt

tsidt

tsidt

iiii

iii

iii

=∈=∆∈

>∆=

<∆=

ω

ω

ω
        (28)                       

et sa quasi-trajectoire correspondante 
( )( )Ttt ∈= ,χχ  solution du système: 

( ) 00, xBA =+= χωχχ& . 
-Si  

( ) *
** gtHg ≤≤ χ et 

( ) ( ) afkk KktcJ ∈+= ,' * αχω , alors la quasi-

commande ( ) Ttt ∈,ω  est optimale pour le problème 
(1)-(3). 
 
-Si non, déterminons le vecteur: 
 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−+

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

ωαχ

χ

γ

γ

JKeKtKC

tJIHIg
R

s

T

afafaf

apapap
~~~'

,~~

1

~

*

*
*
*1 (29)                        

où  
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),~~~;~,~,~ tItItITttIitT afacapapapiap ∪=∈∈= γγ

 ( );~;~~~
~
∑
∈

=∪=∈
apTt

apafacap tIsTTTt  

( ) ( )
( ) ( ) ( )⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∈∈−

∈∈
=

afapapafi

apapi

KeTttIitKc

TttIit
R ~;~,~,,~

~,~,ϕ
, 

 
où 0det ≠R , car 0~det ≠Φ ac  et ;0~det ≠∆ af  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈>

<
=

.~,0~,

0~,
*

**
*

apii

ii

Iisig

sig
g

ν

ν
 

 
Calculons les quantités suivantes: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−+=

−+=

=∈−−−++=

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

ap ap

ap ap

ap ap

Tt tIi
HHiH

Tt tIi
HHiH

Tt tIi
afHi

k
ikkk

IgtJIHtI

IgtJIHtI

KKKkttctcJs

~ ~ ***

~ ~

*
*

*

~ ~*
'

.~,~~

,~,~~

,~\~,1

χϕγ

χϕγ

γαχωγβ

Deux cas peuvent se présenter : 
1er cas :  
Si les relations suivantes: 
( ) ( ) ( ) ,0~;~;~,0,~ *

* ≤∈≤≤ HHHkap IIKkT γγβµγ    (30)                        

(µ Paramètre de la méthode) 
sont vérifiées alors on passe à la procédure finale avec 
l’appui apQ~ . 
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 2ièmecas : 
Si non on va changer l’appui apQ~ , en utilisant la méthode 
duale [2] 

( )QQ →
~

, et refaire une nouvelle itération avec la 

commande-appui{ }Qu, . 
 
4.3. Procédure finale 
 
Supposons que pour la quasi-commande 

( )( )Ttt ∈= ,ωω (28) et sa quasi-trajectoire 

correspondante ( )( )Ttt ∈= ,χχ  construite par 

l’appui apQ~ , les conditions (30) sont vérifiées. 
Formons les ensembles 

( ){ } ritTtT ii ,...,1,0~:0 ==∆∈= , des points isolés 

( ){ }itITt apap =∈∈ ~:~τ  
et

( ) ( ) sTTTTttIi afacapapapi =∪=∈∈≠∆ ~~~,~,~,0~ τ&  

La procédure finale consiste à déterminer l’appui optimal 
( ) ( )1,,....,1, 00 +== ssjjap τττ  à partir du vecteur 

(29) de telle sorte à avoir :  
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≤≤

.0~
,*

**

afK

gtHg

ω

χ
                                      (31)                             

 
Ceci nous ramène au système d’équation suivant: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) .~,'1~

,~~~

*
1 ~ *

*

*
*
*

1 ~ *
*

afkk
t

k
i

s

j tIi
jiii

acac
t

i

s

j tIi
jiii

Kktcsdttctsigndd

tJIHIgdtttsigndd

j

jjap

j

jjap

∈+=++∆−−

−=∆−

∫∑∑

∫∑∑

= ∈

= ∈

χατ

χϕ

τ

τ

&

&

    (32) 

On résoud le système (32) par la méthode de NEWTON, 
en utilisant les approximations initiales: 

( ) { } ( )
( )0

1
00 ,,....,1, +== sjap sj τττ , avec 

( ) { } ( )
( ) ( ).1,,....,1, 0

1
0 +=== + ssjt sjap γττ  

Supposons connue la ièmek  

approximation ( ) ( ) ( ) ( ){ },,....,1, sjk
j

k
af

k
ac

k
ap === ττττ  

( )
( )k
s 1+τ , alors la ( )ièmek 1+  approximation  ( )1+k

apτ  et 

( )
( )1

1
+
+

k
sτ  sera: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )

( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

++=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∈∆
−

+=

+
+
+

+

,1

,...,1,~,~1

1
1
1

*
*

1

s

sjIitsign
dd

k
s

k
s

ap
jap

k
jiji

ii

k
ap

k
ap

γττ

ττγττ &
   (33)             

où ( )( ) ( )( ) ( )
( )( )k
s

k
jap

k
ji sjIi 1;,....,1,~, +=∈ γττγ  est le 

vecteur (29) calculée par l’appui 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }.~;,~, af

k
ap

kk
ap

k
ap

k
ap KIQ ττττ ∈=  

Soient ( )
0

1
0 , +sap ττ  la solution du système (32), alors la 

fonction ( ) Ttt ∈,0ω (28) calculé par l’appui 

( ){ }afapapapap KIQ ~;,, 000000 ττττ ∈=  est une 

commande optimale pour le problème (1)-(3) et 0
apQ est 

l’appui optimal. 
 

CONCLUSION 
 

Dans cet article un algorithme de résolution d’un 
problème actuel de contrôle optimal a été réalisé. Le 
problème de départ a été transformé en un problème de la 
seule variable ( ) Tttu ∈, . La difficulté du problème est 
que la fonctionnelle est non différentiable, c’est pour quoi 
on ne peut pas utiliser les techniques de programmation 
mathématique. Notre algorithme basé sur les techniques 
de la méthode du simplexe, se termine par une procédure 
finale qui fait appel à la méthode de Newton qui converge 
rapidement. 
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