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Résumé

Nous montrons la résolubilité locale d’opérateurs différentiels linéaire du premier ordre a
deux variables et a coefficients Lipschitziens, vérifiant la condition (P) de Tréves-Nirenberg,

en modifiant 1égérement la technique utilisée pour le

Mots Clés : Résolubilité locale, Opérateurs différentiels.

Abstract

We prove local solvability of first order linear differential operators in two variables with

méme but par Hounie J. [3].

Lipschitz coefficients, satisfying the Tréves-Nirenberg condition (P), by slightly modifying C. BOUZAR

the proof of Hounie J. [3].
Keyswords : Local solvability, differential operators.

Classification AMS: 35A.
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N irenberg et Tréves [5] ont donné une condition, appelée

condition (?), équivalente a la résolubilit¢ locale de tout
opérateur différentiel linéaire du premier ordre a coefficients réguliers.
Tréves [6], avec la méme condition, obtint la résolubilité locale dans
I’espace L . Si on considére un opérateur différentiel M dans R? , alors
il s’écrit, aprés un changement de variable local :

M :%—ib(t,x)§+a(t,x), i’ =-1 (D

ou b est une fonction a valeurs réelles. Dans ce cas, la condition (2)
signifie que la fonction b a un signe constant. Hounie [3] a considéré
I’opérateur différentiel M dans le voisinage ]— 1,+1[>< R de I’origine de

R*avec a une fonction mesurable bornée et b une fonction positive,
continue et Lipschitzienne en x i.e. vérifiant :
>0, Y(ex)(y)eFLH[=R, |b(t.x)-bt.y)<klx—)  (2)

Il obtint alors un théoréme de résolubilité locale dans 1’espace
I*pour I'opérateur M. Nous allons prouver le méme résultat pour
I’opérateur M. La différence se situe dans une 1égeére modification de
la méthode. D’abord, on prouve une estimation a priori a partir de
laquelle on obtiendra le résultat de résolubilité. Jacobowitz [4] a
montré que la régularité de la fonction b est optimale en exhibant une
fonction b continue Holdérienne telle que I’opérateur M associé ne
pourrait étre résoluble. Ceci montre la limite de la suffisance de la
condition (P) quant a la régularit¢ des coefficients. Nous avons
montré [1] la nécessité de la condition (2) directement en suivant la
méthode de Grushin.

ESTIMATION A PRIORI
Soit dans R* I’opérateur différentiel:
o . 0 p)
M=—-— b t, —+ t, » = _1 )
o ib(t,x) > alt,x), i

ou a est une fonction mesurable bornée et b une fonction positive,
continue et Lipschitzienne en x i.e. vérifiant (2). On sait

alors que » admet une dérivée partielle %presque partout dans

|- 1,+1[ x R qui vérifie:

@(t,x)( <k (3)

o= s |2

(t.x)e]-1,+1[xR
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Théoréme 1. I existe une constante ¢ > 0 et un voisinage
o de l'origine de R*, tels que :

el < clptu], vueCF(o) @
Preuve. On désigne par |||| et (.,.) la norme et le produit

. 2 .
scalaire de I’espace L°. On suppose que la fonction u
s’annule pour r|t| >1, ou 1 sera précisé ultérieurement. Soit

= {(t,x), Tl <1, xeR}. Considérons ~ dans  I*(R)
I’opérateur P* défini par :
Ptu(x ——I”’ "a(e)de
L’opérateur P est un projecteur orthogonal dans ? (R) du
fait que:
L’opérateur P est un opérateur borné de

I*(R)dans I*(R). En fait, I’opérateur P*est un
opérateur pseudodifférentiecl a symbole la fonction
d’Heaviside H(E:,).

Ona (P+u,v): (u,P+v); en effet :
(P+u,v): J.P+u(x)mdx
= [T H(EieE)d

= [ul ( _J) e (a)da]

= (u,P+v)
Et (P+)z = P" (Facile a vérifier).
Posons P~ =1-P", donc P est aussi un projecteur

orthogonal dans I*(R)et alors :

Pl P =, vue B(r).

Remarquons que :
u() =L [° eule)de

Démontrons I’inégalité (2.1) pour v=P uet w=P u.On
définit le sous-espace S* (resp. S7) de I’espace de Schwarz
S par {u € S: suppicR }(@esp. { u € S:

suppi < R_}). Nous avons le lemme suivant qui donne une

certaine inégalité de Garding [3].

Lemme. I/ existe une constante ¢ > 0 telle que :
Re Ib xmdx > —|p’ || ||u|| Vues'

Ce lemme est valable pour b<0et u €S . Ona:

2Re J.EJ e Mvvdxdt = r.[i.[e_”|v|2 dx dt
+2Re J._ij. e b(t,x)D, vV dx dt
+2Re _[_i_[efﬂa(t,x)vfdx dt

D’apres le lemme

2Rej j “"bt,xD v dx dt > 2ec|b

M

En effet :
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Rejb(t x)D Vv dx > —csup|b,

xeR
2Re I 7}5”

1
2ce I (sup

xeR

tx-“vtx dx

I b(e.x)D v dvdrt > —

t,x I|vt x] dxjdt > 2ce|b
On a aussi :

2Re J._l I e ale, x)vf dx dt > =2 J'_’l J‘ e lalt, <\ b d de

> ~2¢fa . M
Et par conséquent :

1
2ReJ.TI .[e*”Mvvclxdz >

1
of Jerm bl axar—2d dei] . +lal, P

> (Teﬂ =2tk [pi] . +lel - D w

D’apreés I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

'
X

2Re[", [ My e < 2| M| o]
d’ou:
2e|M] > (te ~2fe+ (. +lel,- ) )"v", Yves (5)
Pour w= P u €S, on consideére I’intégrale :

2Re [, [e ™ Muwwdsdi

b

X

et on obtient I’estimation :

—2(c+l)e(

On choisit ©>2e*(c+ 1)(

by

2e ||Mw|| > (re_

L D [wl, vwes(6)

b. +||a||LwJ , et en faisant la

XLw

somme des carrés de (5) et (6), on a alors :

2
4o+ ol 2 (e =2ele v )([B] . +lel- )) P
D’autre part :
My =MP*u=P*Mu—|pD, P* |u—-|P* alu
lP_,aJu

Mw=MP u=P Mu— lbe,P_Ju -
P* et P sont des opérateurs pseudodifférentiels classiques
d’ordre 0, alors, grace au théoréme de Calderon [2],
[be,P+],[be,P7]sont bornés dans I* , de norme

b

X

<c|b,

. » et puisque P* et P~ sont des projecteurs dans 2,

alors |P*

<1, HPf“ <1, etalors:
[P*.a]ul <2l I

[l <2, 4

P+(au)—a(P+u)‘ < P+(auX‘+“a(P+u)

En effet :

llp*.a}u-
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e + o

< 2a. Ju|

i),
e
AW
vl W

P+uH

Et donc :

I < 2(”P+Muuz +(2al . +e

4

gl < 2[“PMuH2 (2lal, . +fp

Pt ([ .+

< ZU‘P‘Muuz e (jo] . +

Et par suite :

P*MuH2 + HP’MuHZ

s+ s <2

2
s U
2 "Yz : 2
<l e ([l e, ) |
Cette derniére et (7) donnent :
sl 2 (], el ) o )2
1 e
(v 2ele )]+l )] el
En posant «a =+ Sec"'( ot ||a||Lm) et
[3:2@(0+1)( +||a||Lm), ona:

b

X

X

b

X

b

X

b

X I
s’ = (e B - o )
Si on choisit :
b .+l )+

alors (t— [3)2 —a® >0, etdonc :

8
((T_B)—z_az)"M”"z 2 [l

dou ful| <k|Mul, VueC(w).

EXISTENCE DE SOLUTIONS

Soit M* I’adjoint formel dans L de I’opérateur M; il est
donné par:
M*:—g—zbi+a(t x)
ot ox
Il est du méme type que M, alors il vérifie la méme
estimation a priori (4), i.e. il existe une concentration &’ > 0

et ® un voisinage de ’origine de R*tels que :
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|| < &M *ul|, vueCy — (8)

Théoréme 2. Il existe ® de ['origine dans R*, tel que

pour tout f e I*(w), il existe un u € I*(0), vérifiant :
Mu(t,x):f(t,x),

Preuve. D’aprés le théoréme 1, il existe ¢ > 0 tel que

| <[ *u|, VueCq(w). Posons :

90y (o))

E est un sous-espace de I*(w); on définit alors

dans .

E=

I’application :
I:E —> C

M*o(f.0)
On a, grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz:

11 *0) =|(7.0) <| /]l
et puisque f €’ ((o), alors:
101 *0) < clo].
L’inégalité (8) donne :
[ * ) <clm =g,

i.e. [/ est une forme linéaire continue sur £ muni de la
topologie induite par Lz((o), et d’apres le théoréme de
Hahn-Banach, I’application / se prolonge en une application

linéaire continue L sur [? (co), donc il existe, grace au
théoréme de Riesz, u e I*(o)tel que T.(w)=(u,y), pour
tout y e I (03) , en particulier pour tout y € £ :

L(y) =L(M*e)=1(M*¢)
ie.

(w.M*0)=(f.0)

d’ou:

(Mu0)=(1.9), VoeCi(w),
ce qui donne Mu = fdans ® au sens des distributions.
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