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THEOREME DE POINT FIXE: 
APPLICATION A L’EXISTENCE DE L’EQUILIBRE POUR LES MODELES DYNAMIQUES 

 

 

 

 

 

 

Résumé 

Dans leur article, Idzik et Simonsen [5] ont démontré l’existence de l’équilibre avec production 

pour le modèle Arrow-Debreu avec une infinité dénombrable de périodes (appelé modèle 

dynamique). Les préférences des consommateurs sont représentées par des fonctions d'utilité 

présentant des externalités (1). Leur approche est basée sur la théorie du jeu [1], [2], [3], [4], [6],... 

Dans cet article, on étend le résultat [5] à des préférences intransitives (correspondance de 

préférences) avec externalités. Nous donnons une démonstration rapide basée sur le théorème de 

point fixe de Gale et Mas-Collel [4]. 

Mots clés: Modèle Arrow-Debreu non durable - Modèle Arrow-Debreu durable - 
Quasi-équilibre - Equilibre. 
 

Abstract  

In their publication, Idzik and Semonsen [5] have prooved the existence of equilibrium 

production for the Arrow-Debreu model with an infinite countably periods (called dynamic model). 

The consumer preferences are represented by utility functions where exhibit externalities. Their 

approach is based on the game theory [1], [2], [3], [4], [6],...  

In this paper, we extend the result [5] to the intransitive preferences (correspondence of 

preferences) with externalities. We gave a rapid proof based on fixed point theorem of Gale and 

Mas-Collel [4]. 

Key words: Non durable model of Arrow-Debreu - durable model of Arrow-
Debreu - Quasi-equilibrium - equilibrium.  

Classification: AMS 1991, C62, D51. 

 
 

 

I- LE MODELE 

Comme dans [5], pour simplifier, on considère dans notre modèle un 

seul consommateur et un seul producteur. La généralisation à un nombre 

fini de consommateurs et de producteurs ne pose aucune difficulté. 

Définissons le modèle considéré dans cet article. 

Soit   ,...t,...,,T 10  l’ensemble des dates. 

Tt , le consommateur a un ensemble de consommation 
l

t RX  . 

Tt , le producteur a un ensemble de production 
l

t RY  . 

Pour chaque période Tt , les préférences du consommateur sont 

représentées par une correspondance de préférence tt XZ:P   où: 
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Tt ,   Zp,y,x  ,  p,y,xPt est interprété comme l’ensemble 

des éléments préférés à tx  par le consommateur lorsque ses 

consommations 



'tt

t't Xx , la production y et le prix p sont fixés. 

 Pour tout Tt , désignons respectivement par  Z:t R et par  

Z:vt R la fonction revenu du consommateur à la période t et la 

fonction valeur de production du producteur à la période t. 
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 ملخص
عررر  و رررون  رررو     Simonsen [5]و  Idzikبررر    

 ررع عررنن   رر   Arrow-Debreu لإن رر ب ب سنةرربم سن ررو ب 
 هررررا ل  بررررم سالررررن   رررر   سررررنو    ل  ةرررر    سن ررررو ب ن 

 سررن ن   (ا ا  ي  رر      س ةرر ها(     لااررم بنةسررم  ن لررم 
بررم عارر  ني  ررم  سال [5]  لاررب بلو  ررم ي    ررما  ع  ررن 

...[6], [5], [4], [3], [2], [1] 
إسر   ي  ر       ر    لن رم  [5]فا      س ق م نل ر  
نلطررا ب   نرر   بةررط   ل  ررن  و   لاررب بلو  ررم ي    ررم

 اMas-Collel [4]و  Galeعا  ني  م  سنقطم  سلا ب م سـ 
  -    ن ئ   Debreu-Arrowن و ب : يةحاتالكلمات المف

  و   ا -به  س و    ش -ن ئ    Arrow-Debreuن و ب 
 

é.La fonction d’utilité du consommateur dépend des consommations des autres consommateurs, de la production et du prix du march(1)  
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Tt ,    z,y,xv,Zz,y,x t  mesure la valeur de la 

production ty  du producteur à la période t lorsque la 

consommation x, la production  



'tt

tt Yy  et le prix p sont 

fixés. Enfin, si ,   l
l R,...,  1 et   l

l Rm,...,mm  1 , 

on notera par   l
ll Rm,...,mm  11 et par m  le 

produit scalaire de ces deux vecteurs. 

Soit tt y  et tt x  respectivement la quantité de la 

production mise à la disposition du marché par le 

producteur à la période t ( l,...,i,i
t 10  ) et la quantité de 

consommation achetée par le consommateur à la période t 

( l,...,  i  ,  i
t 10  ). On suppose que  

Ttt   et 

 
Ttt  sont fixés dans le modèle. 

Le modèle Arrow-Debreu avec une infinité 

dénombrable de périodes s’écrit alors: 

E =  
Ttttttt v,Y,,P,X  . 

Selon [5], on dit que le modèle E est non durable si l’on 

a l’inéquation suivante: 

          .ypxpp,y,x tttrrr
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  




1

00

         (1) 

Cette inéquation signifie que la richesse du 

consommateur (son stock monétaire) à la période t ne 

dépasse pas la valeur de la production mise à la disposition 

du marché à cette période t. 

Le modèle E  est dit durable si l’on a l’inéquation: 
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L’inéquation (2) signifie que la richesse du 

consommateur n’excède pas la valeur (en termes de 

prix tp ) de la production à la période t, produite durant la 

période 0 et t. 

 

II- QUASI-EQUILIBRE ET EQUILIBRE 
 

On appelle quasi-équilibre pour le modèle non durable 

E tout élément   Zz,y,x   vérifiant les conditions 

suivantes: 

a) tttt xy,Tt   ; 

b)    p,y,xvp,y,y,xv,Tt t
'
'ttt   où   




'tt

't
'
't Yy ; 

c)  p,y,xx,Tt tt    et       p,y,xp,y,xP tt  

où: 

     tttttt zp:Xzp,y,x   
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et: 

     tttttt zp:Xzp,y,x   
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On appelle équilibre pour le modèle E,  tout élément 

vérifiant les conditions a), b) ci-dessus et la condition c') 

suivante: 

c')  p,y,xx,Tt tt   et      p,y,xp,y,xP tt   
La condition a) signifie que pour chaque période t, 

l’offre est supérieure ou égale à la demande. 

La condition b) signifie que pour toute période t, le 

producteur optimise (dans son ensemble de production tY ) 

sa fonction valeur de production tv . 

La condition c) est une condition de maximisation pour 

toute période t des préférences tP  du consommateur sous sa 

contrainte budgétaire t  et la richesse du consommateur à 

la période t définie par: 

   
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On appelle quasi-équilibre pour le modèle durable E  

tout élément   Zp,y,x  vérifiant les conditions b), c) ci-

dessus et la condition a') suivante: 

a')  
 


t

r

t

r
rrrr yx

0 0

 . 

La condition a') signifie que la demande à la période t 

n’excède pas l’offre à cette période t. 

 

III- EXISTENCE DU QUASI-EQUILIBRE POUR LE 
MODELE NON DURABLE 
 

Pour démontrer l’existence du quasi-équilibre pour le 

modèle non durable E, on fait (sur E) les hypothèses 

suivantes:  

A.1. tX,Tt est un sous-ensemble convexe compact de 

lR ; 

A.2. ,Tt     ,Zp,y,x     p,y,xt ; 

A.3. ,Tt   Zp,y,x   ,  p,y,xCoPx tt   où Co est 

l’enveloppe convexe de  p,y,xPt ;  

A.4.  ,Tt tP  a ses sections inférieures ouvertes: 

,Xy t      zPy:ZzyP tt 
1     (par définition);   

A.5. ,Tt t  est une fonction continue; 

A.6. ,Tt tY est un sous-ensemble convexe et compact 

de Rl ; 

A.7. ,Tt tv est une fonction continue et concave par 

rapport à ty . 

Les hypothèses A.1, A.2, A.5, A.6 et A.7 sont 

empruntées à [5]. A l’exception des hypothèses A.1 et A.6 

(hypothèses fortes), les hypothèses A.2, A.5 et A.7 sont 

standards. 

L’hypothèse A.3  est plus faible que l’irréflexivité 

(  p,y,xPx tt  ). 

L’hypothèse A.4  est une hypothèse de continuité des 

préférences tP . 

(2) 
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Rappelons maintenant le théorème de Gale et Mas-

Collel généralisé dans Florenzano [4] sur lequel s’appuie 

l’existence de l’équilibre pour le modèle E: 

Théorème III.1:  Soit 



Ii

iXX  le produit d’un nombre 

fini ou dénombrable de sous-ensembles iX , convexes et 

compacts d’un espace euclidien de dimension finie. Soit 

pour tout ii XX:,Ii   une correspondance 

(l’ensemble de ses valeurs est éventuellement vide) à 

valeurs convexes et semi-continue inférieurement (sci). 

Alors:  

Xx tel que ,Ii   xx ii     ou      xi
. 

 

Théorème III.2:  Sous les hypothèses A.1, ..., A.7, E  admet 

un quasi-équilibre. 

 

Démonstration:    

Pour tout Tt , considérons les correspondances 

     210
ttt ,,  , définies par: 

  10 PZ:t   

     p,y,xp,y,x t
0

 

   01  ttttttt yxpq:Pq  ; 

 
tt YZ:  1

 

 p,y,x         p,y,xvp,z,z,xv:Yzp,y,x t
'
'tttttt  1  

              où  .Yz
t't

t
'
't 



  

 
tt XZ: 

2
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tttt
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t
2

  

Vérifions que ces correspondances satisfassent aux 

conditions du théorème III.1. 

,Tt  il est facile de voir que les correspondances 

     210
ttt ,,   sont irréflexives et à valeurs convexes. 

,Tt  
 0
t  est sci (car elle est à graphe ouvert par 

continuité du produit scalaire). 

,Tt  
 1
t  est sci (car elle est à graphe ouvert d’après 

A.7). 

Enfin, 
 2
t,Tt   est sci ( d’après la scs t  et de la 

sci  de t  ). D’où il existe   Zp,y,x   tel que : 

    p,y,xt
0

,    
    p,y,xt
1

,    
    p,y,xt
2

 

c’est-à-dire: 

   01  ttttttt yxpq:Pq             (3) 

    



tt'

t
'
'tt

'
'ttttt Y z     ,p,y,xvp,z,z,xv:Yz ; 

avec: 

 p,y,xx,Tt tt   et      p,y,xp,y,xP tt . 

On voit donc que les conditions a) et b) dans II sont 

vérifiées. Il reste à montrer la condition a) de II, i.e, 

tttt xy,Tt   . Puisque le modèle E est non 

durable et  p,y,xx,Tt tt  , on en déduit de (3) la 

relation suivante: 

  0 ttttt
l

t yxq:Pq   

Cette dernière relation signifie que tttt yx     

appartient au polaire de lR et donc    tttt yx   0. 

 

IV- EXISTENCE DU QUASI-EQUILIBRE POUR LE 
MODELE DURABLE 
 
Théorème IV.1:  Sous les hypothèses du théorème III.2, le 

modèle durable E admet un quasi-équilibre. 

Démonstration:   
La démonstration est presque la même que celle du 

théorème III.2; il suffit de remplacer  
 0
t  par  

l'
t PZ:   définie par: 
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V- PASSAGE DU QUASI-EQUILIBRE A 
L’EQUILIBRE 
 

Pour passer du quasi-équilibre à l’équilibre dans les 

théorèmes III.2 et IV.1, on fait les hypothèses 

supplémentaires suivantes: 

A.8.    p,y,xP,Zp,y,x,Tt t  est ouvert dans tX  et 

convexe; 

A. 9.      p,y,x,Zp,y,x,Tt t . 

L’hypothèse A.8 est une hypothèse standard pour passer 

du quasi-équilibre à l’équilibre. 

Théorème V.1: Sous les hypothèses postulées dans les 

théorèmes III.2 et IV.1 et les hypothèses A.8 et A.9, le 

modèle durable et non durable E admet un équilibre.  

Démonstration:  

Soit  p,y,x  le quasi-équilibre obtenu dans les 

théorèmes III.2 et IV.1. Si    p,y,xPp,y,xz ttt  , on 

a: 

      .    ,p,y,xzxp,y,xx tt
'
tt

'
t 101   

D’après  A.8, on a:      p,y,xPp,y,xzx ttt
'
t  1 ,  

ce qui contredit la définition de  p,y,x . 
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Remarque: 

Par troncature du modèle E (2)  (voir, [3], [4]), on peut 

supposer dans les théorèmes III.2 et  IV.1, que tX et tY sont 

convexes et fermés et les ensembles réalisables tX
~

  et  tY
~

 

du consommateur et du producteur sont compacts: 

 ttttttttt Yy     ,yx:XxX
~

 0 ; 

 ttttttttt Xx     ,yx:YyY
~

 0 . 

 
REFERENCES 

 
[1]- Arrow K.J and Debreu G., "Existence of an equilibrium for a 

competitive economy", Econometrica, 22, (1954), pp. 265-

290. 

[2]- Flam, S.D., "Equilibria in noncooperative games and 

competitive economies", Tamkang J. Math., 12, (1981), pp. 

47-57. 

[3]- Florenzano M., "Equilibre général transitif et intransitif  

"Problèmes d’existence"", Monographies du Séminaire 

d’Econométrie, Editions du CNRS, Paris, France, (1981). 

[4]- Florenzano M., "Quasiequilibria in Abstract Economies. 

Application to the Overlapping Generations Model", Journal 

of Mathematical Analysis and Applications, Vol. 182, (1994), 

pp. 616-636. 

[5]- Idzik A. and Simonsen P.B., "Non-durable and durable 

economic process in a dynamic model of production and 

consumption", Ed. Academia publishing house of 

Czechoslovak Academy of Sciences (1988). 

[6]- Makarov V.L. and Rubinov A.M., "Mathematical theory of 

economic dynamics and equilibria", Ed. Springer-Verlag, 

New York (1977). 

  

(2) C’est le modèle E'  obtenu à partir de E en interceptant les ensembles de consommation et de production du modèle E par des ensembles compacts.  

 


