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GENERALISATION DE LA METHODE VARIATIONNELLE
DE KLEINERT A LA FAMILLE DE POTENTIELS V(x) =Y C,x*
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Résumé

La méthode variationnelle de Feynman-kleinert a été initialement congue pour le calcul des
grandeurs de la physique statistique. Son développement par Kleinert a permis de déterminer le
spectre d’énergie d’un systéme soumis a un potentiel V(x) = x*> + Ax*. Nous nous proposons dans
ce travail de généraliser la méthode de Kleinert au cas de la famille de potentiel du type

V(x)= ZI.Cixzi . Cette classe de potentiels comprend notamment les potentiels doublement

anharmoniques et celui de Varshni. Les résultats ainsi obtenus sont confrontés a ceux donnés par
la littérature, et seront utilisés pour le calcul de 1’énergie libre de Helmotz. Cette derniére sera
comparée a celle donnée par la méthode de Feynman-Kleinert directe.

Mots clés: Mécanique quantique, oscillateurs anharmoniques, méthode
variationnelle, énergie libre.

Abstract
The Kleinert variational method is applied to the potential V(x) = Zi C ,—xzj . The approximate

energy spectrum and the free energies are obtained via the harmonic oscillator wave function at
low temperatures. Our results are in good agreement with those given by literature.

Key words: Quantum mechanic, anharmonic oscillator, variational method, free
energie.
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En mécanique quantique et mécanique quantique statistique, il se
trouve que les potentiels dont I’équation de Schrédinger trouve une
solution exacte sont rares. En effet, les potentiels de forme générale ne
trouvent pas toujours une solution exacte. On a alors développé plusieurs
méthodes de résolution approchée, généralement basées sur le principe
perturbatif ou variationnel. Dans ce travail, nous nous proposons
d’appliquer a wune certaine classe de potentiels, une méthode
variationnelle proposée par Kleinert [1], pour la détermination des
énergies des états excités. Nous comparerons nos résultats a ceux donnés
par la littérature.

Ces résultats seront utilisés pour la détermination de 1’énergie libre
d’un systéme soumis a ce type de potentiels; cette derniére sera enfin
comparée a celle donnée par la méthode variationelle de Feynman-
Kleinert [1, 2].

APPROXIMATION VARIATIONNELLE DE FEYNMAN-KLEINERT

I1 existe une approximation dite de Feynman-Kleinert [2] permettant
de trouver une limite supérieure optimale a I’énergie libre d’un systéme
soumis a un potentiel donné. Considérons un potentiel du type:

Vix)=2 (M

[2] qui lui correspond, sera de la forme:

(xo Jexp o-xf

2Tca 2"2(350)

Le potentiel " entaché d'erreur "

Vz xO =J.
)

_[_ dxo(x )Z exp| — 0 ZXO

i 2na (xo) ( )
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Aprés intégration, 1’équation (2) devient [8]:

o1 [ 2a%x))
o=V (2
avece (3)
2 —; l X )col l Xo)|—
a (xo)—BQZ(xO)(ZBQ( 0) h[zﬁﬂ( 0)} 1]

La fréquence Q7 (x() qui correspond a une énergie libre
optimale est donnée par:

0
QZ(XO)ZM&I—Z az(xo)(xo)
Dans notre cas:
Q% (xg) == ZC(21)( )”Z « )
' R=Tel k))'z' (x0)* ()

Le potentiel effectif classique sera donné, quant a lui,
par:

WI(XO)Z—ZH +V2

a

(xo)(xo)
5)

sinh[;BQ) 0% (xg)a*(xo)
) |

Ceci nous permettra de trouver une limite supérieure F
a I’énergie libre de Helmoltz F:

F =—%an1 (6)

exp(= B, (xo))

L= I+OO dXO (7)

_oo \/_

Dans les cas des potentiels doublement anharmoniques

et de Varshni, I’évolution de 1’écart W entre les potentiels

effectifs classiques W) et le potentiel classique V¢ ainsi que

I’évolution de 1’énergie libre approchée en fonction de la

température ont été étudiées et représenter sur les figures
(1-4).

DETERMINATION DE L’ENERGIE DES ETATS
EXCITES PAR LA METHODE VARIATIONNELLE
DE KLEINERT

La formulation quantique de la fonction de partition
nous permet d’obtenir aux basses températures, 1’énergie de
1’état fondamental a partir de 1’énergie libre du systéme.

Dans le but de généraliser la méthode variationnelle de
Feynman-Kleinert, pour la détermination des grandeurs
statistiques, Kleinert propose une méthode basée [2, 3] elle
aussi sur un principe variationnel pour la détermination de
tout le spectre d’énergie du systéme.

Pour un potentiel V(x) de type oscillateur anharmonique,
il est possible de déterminer 1’énergie de ses états excités
par le calcul d’une valeur moyenne optimisée entre les
fonctions d’ondes des états excités de [’oscillateur
harmonique.

Soit 4 I’action du systéme considéré:

Ax]= [P dr(% i+ V(x)) @®)
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Figure 1: Représentation de la différence entre le potentiel
classique et le potentiel effectif classique pour [’oscillateur
anharmonique, (a, ) = (0.2, 0.2).
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Figure 2: Représentation de la différence entre le potentiel
classique et le potentiel effectif classique pour [’oscillateur
anharmonique de Varshni, (A, g) = (0.05, —0.205).
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Figure 3: Représentation de I’énergie libre pour 1’oscillateur
doublement anharmonique, ou ( ——) représente 1’énergie libre
calculée a partir du spectre trouvé, (-----) ’énergie libre de
Feynman - Kleinert et ( ) D’énergie libre classique, pour

(o, B) = (0.2, 0.2).
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Figure 4: Représentation de 1’énergie libre pour I’oscillateur
anharmonique de Varshni, avec (A, g) = (0.05, —0.205), (méme
légende que la figure 3).




Généralisation de la méthode variationnelle de Kleinert a la famille de potentiels V(x) = ZC,-XZi

X, X
Nous scindons 4 en deux parties A Jet 4.9,

A2[x]= j(’fﬁdr(7x2 + 792 (x—xo )Zj )

Cette action centrée autour de xo sera dite d'essai. La
partie restante:

A= P -

est a traiter comme interaction.

avee:

02 (1 xo ) +V(x)) (10)

L’énergie du n®" état excité sera donnée par:
Ey =(n|4|n)
X
=(nldgy [n)+(n|450|n)
P
La parit¢ de la classe de potenticls donnée par
I’équation (1) fait que la plus grande contribution a la
valeur de I’énergie provient du terme correspondant a xo

nul.
11 vient alors:

En:mop(m;) (n|4%|n) (12)

La forme explicite de I’expression (12) fait intervenir le

an

A\ N
terme <x2’ > , ce dernier est donné par [2]:
op

) 1
(x¥) = B (13)
Q, (MQ,

ou les coefficients ny; ont été calculés jusqu’aux grandes
valeurs de i [4].
L’équation (11) devient, alors:

s (hQ op J % c B

= ny + ; —Ny;
! 2 = iMQUP )l l
La valeur de Q,, s’obtient numériquement a partir de la

résolution de I’équation:

oE,
=0 (15)
oQ,,

(14)

On tire par conséquent 1’énergie libre approchée:

Fy = —%ln(Zapp) (16)

= Z exp(—pE,),la fonction de partition
n=0

avec
approchée.

APPLICATIONS

Nous déterminons par cette méthode, le spectre
d’énergie de deux potentiels, que nous confronterons aux
résultats donnés par la littérature. Les spectres de ces
potentiels seront utilisés pour le calcul de 1’énergie libre des
systétmes soumis a ces potentiels; cette derniére sera
comparée a celle donnée par la méthode de Feynman-

i

Kleinert. Notons que dans tout ce qui suit nous avons posé
A=M=1.

Les deux potentiels choisis se raménent tous deux a la
famille de potentiels:

V(x)zZCl-xzi
Premiére application: Potentiel doublement
anharmonique
11 est de la forme:
1 , 1 4 1 ¢
V(ix)=—x"4+—ax" +— 17
() > 2 6@6 (17)

Les résultats relatifs a celui-ci seront consignés pour
différentes valeurs du couple (o, ) dans le tableau 1.

o B n En Autres travaux [5]
-0.1 1 2 4.001186 3.97504
10 29.63538 30.86
0.2 0.2 2 3.346264 3.3366
4 7.011749 7.0612
10 22.01836 22.27
1 2 4.150220 4.13
4 9.132680 9.21
10 30.35395 314
2 1 2 4.896419 4.8887
10 34.219412 34.8
10 2 2 7.050462 7.05509
10 48.249851 48.88
10 2 7.960187 7.947
10 58.658332 58.96
100 1000 2 21.283591 21.190
10 168.66798 164.7997
1000 1000 2 31.346408 3137977
10 221.66419 224.8

Tableau 1: Spectre des énergies relatif au potentiel doublement
anharmonique.

Deuxiéme application: Potentiel de Varshni

2
V(x):l . 5
2 1+ gx

C’est un potentiel largement utilis¢é en Physique des
Lasers [6]. Les résultats obtenus pour différentes valeurs du
couple (A, g) sont donnés dans le tableau 2.

(18)

g A n Ex Autres travaux

0.05 -0.205 0 0.900016 0.9000 [7]
2 4.554697 4.5554 [7]

5 10.18386 10.1791 [7]

0.1 -0.42 0 0.7994 0.8000 [7]
2 4.246201 4.2016 [7]

0.1 0 1.043153 1.04317 [6]

2 5.175392 5.18109 [6]

0.5 0 1.203073 1.20303 [6]

2 5.861016 5.8715[6]

0.2 0.72 0 1.267191 1.2533 [7]
2 6.329300 6.0068 [7]

Tableau 2: Spectre des énergies relatif au potentiel de Varshni.
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DISCUSSION

Bien qu’elle soit basée sur un raisonnement simple, la
méthode présentée dans cet article conduit, en effet, a la
résolution d’une équation algébrique dont les résultats se
comparent favorablement a ceux donnés par la littérature.

En général, pour les O.A.H., les résultats obtenus ne
s’écartent des résultats exacts que pour les couplages forts,
car, dans ces cas, assimiler les fonctions d’ondes du
systéme anharmonique a celles de ’0O.H., n’est plus valable
(voir tableau 1).

Comme il est montré dans le dernier tableau,
I’utilisation de cette approche pour déterminer le spectre
d’un systéme soumis a un potentiel de formes assez
compliquées, tel celui de Varshni, ne donne de bons
résultats que pour les petites valeurs de n et les faibles
couplages (Tab. 2). Ceci est di en fait, a la nécessité de
développer ces potentiels en série de Taylor pour pouvoir
leur appliquer la méthode. Pour les grandes valeurs des
parametres de couplage, les calculs convergent rapidement
vers les résultats escomptés dans le cas ou un grand nombre
de termes du développement est pris en compte.
Néanmoins, pour les formes de potentiels ou Ile
développement en série est valable, la méthode donne
d’assez bons résultats.

Il est a souligner, d’autre part, que le calcul de I’énergie
libre via le spectre des énergies obtenu, est tout a fait
satisfaisant, et donne des valeurs comparables, parfois
méme identiques a celles obtenues par la méthode
variationnelle de Feynman-Kleinert. Ceci est prévisible, du
moment que les deux approximations sont dominées autour
de la température zéro par la méme énergie optimale Ej.

42

Par contre pour les densités de particules, les résultats
sont moins bon, car, pour cette grandeur, on a introduit des
approximations a deux niveaux. On a approché 1’énergie de
différents états excités en premier, puis utiliser les fonctions
d’ondes de I’O.H. comme fonctions propres dans le calcul
de p(x), ce qui affecte I’exactitude de nos résultats.

D’autre part, 1’étude de 1’écart (voir figures 1, 2) entre
les potentiels classique et effectif classique obtenu a partir
de la M.V.FK,, en fonction de la température, révéle une
diminution progressive des effets quantiques, au fur et a
mesure que le paramétre B diminue (i.e. la température
augmente). Ce qui est en accord avec la réalité physique.
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