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CALCUL FONCTIONNEL POUR DEUX OPERATEURS NON BORNES
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Résumé

Ce travail est consacré a la construction du calcul fonctionnel dans le cas de deux opérateurs
fermés non bornés définis sur des espaces de Banach.

Mots clés: Espace des vecteurs du type exponentiel, spectre simultané, calcul

fonctionnel.
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Ce travail est consacré au calcul fonctionnel dans le cas de deux
opérateurs fermés non bornés. On montre que ce calcul constitue la base
principale d'une méthode de résolution de certains problémes aux limites. On
appliquera ensuite cette méthode a la résolution concréte de certaines classes
de problémes aux limites pour des équations aux dérivées partielles.

Soit A: X — X, un opérateur fermé non borné, ou X est un espace de
Banach, l'espace D' (X) = {xeX, ||4%]| < CV, keN} est appelé espace des

vecteurs de type exponentiel < v, ou v>0, C = C(x, v) >0 est une constante.
Il est démontré dans [4] que:
|+

a) D'; (X) est de Banach pour la norme ||x||v =Sup ——
k=0 A%

b) Av=A/ D} (X) estborné et D (X) est invariant par rapport a A.
o) DY (X)c Dy(X) < ...c DY) DX ()= ....c X Lavec injections
canoniques continues.

d) L'espace | JD(X) muni de la topologie Lim ind D (X ) quand v — o
v=1

est notée, Exp4(X), i.e.
Exp 4(X)=Lim indD}(X), quand v —> co.

1- CALCUL FONCTIONNEL

Soient A: X - X, B: Y — 7, ou A et B sont fermés non bornés, X et ¥
sont deux espaces de Banach. Pour établir le calcul fonctionnel, dans ce cas,
on a besoin de la notion du produit tensoriel d'opérateurs et d'espaces de
Banach, ainsi que la notion de spectre simultané.

1.1- Décomposition de I'espace X ®Y

Soit la suite croissante des espaces de Banach X1 c X, c...c Xi € Xiws
C...., avec ||x|[k+7 < ||x||x pour tout x € Xi, on définit les espaces
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Z1(Xk,X)={x€X;x= D Xp, X € X, Z”xk"“O}
k>0 k=0

I, =i )

et

Xy = UXk
k>1

||x||0O = Lim||x|| & quand k£ — o

Si Exp,X=Xet ExpgY =Y, alors on a I'égalité
suivante (cf. [4]):
0 (X X)= X,

Théoréme 1. Soient X et Y deux espaces de Banach,
A: X — X, et B:Y 7Y, deux opérateurs fermés non bornés.

Si Exp, X=X, ExpgY =Y, X" =Xet Y=Y, alors on a
l'égaliteé algébrique et topologique suivante

0, (Dy(X)®Dy () x®Y)=xBY (1)
ot X® Y désigne le completé de X ®Y.

Démonstration. Comme on a
Exp, X=X etExp,Y =Y, on
propriétés du produit tensoriel, que

par
déduit,

hypothése

d’aprés les

Exp XQExp,Y =X®Y
Et comme, d’apres [8], on a déja 1'égalité
Exp (X ® ExpgY = LimindDY(X)® D} (Y),
V—>0

0 ~
on obtient que |JDY(X) ®DY(Y) est dense dans
v=1
X®Y,dou Exp,X®ExppY =X QY.
Pour démontrer (1), il suffit (cf.[4]) d'établir que
Limlulpyonyr) = Mxsr

pour tout u € GDZ (x) ®DY(Y).
v=l

Soit u e DY(X) ® D} (Y), donc u peut s'écrire sous la
forme u= Y x; ®y; , avec x; € DY(X).y; e Dy(Y)et

k>1
u = Inf |x
" |DAY(X)®D§(Y) zxk®yk" k|

pylelpyry @

Mais il est démontré dans [4] que
Li Vi) = )
Limjel ) =l

D'ou, par passage a la limite dans (2), on obtient

imlls ooy bl bl =ller
k

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Théoréme 2. Soient A: X - X, B:Y — Y deux opérateurs
fermés non bornés, X et Y sont deux espaces de Banach.
Dans ces conditions, on a les deux résultats suivants:

a) Les deux opérateurs

oy =A4,®1B,=IR®B, DY (X)®D}(Y)— DY (X)®D}(Y)
sont bornés et a., B, =a, oB,.
b) os(oy.By)=ol4,)xo(By)
ot GS(aV,BV)est le spectre simultané de (OLV,BV) dans le

bicommuttant S de l'ensemble {o.,, B, }

Démonstration.
a) Comme A4, et B, sont bornés (cf.[7]), alors a, et 3, le
sont aussi car
a,(x®y)=4x®y et B(x®y)=x®B,y.
Grace a la commutativité, on a

(av OBv)x®y:(Bv oav)x®y:Avx®va

b) D’aprés la définition du spectre simultané dans une
algébre de Banach (cf.[5]) et le théoréme spectral, on a

Cs (aV’BV)C cT(OLV)X G(Bv )
Mais d’aprés [6], on a: G(a ): G(Av)et G(]?)V)= o(B,)
d’ou:

Cs (GV’BV)C cF(AV)X G(Bv )

En ce qui concerne lautre inclusion, soit
(7»1,7»2)6 cs((xv)x G( V), il existe alors, d’apres la
définition, deux fonctionnelles multiplicatives mj e M 4 et
my € Mp telles que

(1.22)= Gy () By, )
ou My est l'ensemble de toutes les fonctionnelles

multiplicatives définies sur le bicommuttant S de I'ensemble
{ocv,Bv}. Sur §, on définit une fonctionnelle multiplicative
de la maniére suivante
m( A4, ® B, )=m (Av)‘ ny (Bv )’

et comme:

m(av): m(Av ® ]): ml(Av): M

et m( v)= m(l ®Bv)= mZ(BV)= Lo,

alors (kl,Kz): (m(ocv )m( V)) ce qui
(h.22)eos(oy.By )

d'ou GS((XV,BV)Z G(AV)X G(BV),
ainsi, le théoréme est démontré. ll

signifie que

2- APPLICATION AUX EQUATIONS
OPERATORIELLES

On sait que dans le cas borné (cf.[3]), si ¢ est une
fonction analytique dans un voisinage de G(AV)X o(B,) on
peut alors définir l'opérateur

1
(p(AV’BV) = _4_2 I J-‘PO"’“)RO‘”AV )R(p, B, )dkdlvl)
T r, Ts,
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ou I'y et T'g sont des contours qui contiennent o(4,) et
o(B, ) respectivement.

Soit ¢ une fonction analytique dans un voisinage de
Ulo(4,)xo(B,)] et o(ap) un opérateur défini sur

v>1

(Exp o X * ®@ExpgY *)*

X®Y par ¢(4,B). De plus, on définit le domaine de
définition de @(4,B) comme suit

Dlo(4,B)] =l e X®Y plapluc XD}

. On note la restriction de p(o,B) a

etpour u eD[p(4,B)]ona
¢ (4,B)u = o (a.p)u.

Théoréme 3. Soient A: D(A)c X > XetB:DB)cY—> Y
deux opérateurs fermés non bornés définis sur des espaces
de Banach et soit ¢ une fonction analytique sur un
voisinage de | [cs(Av )xo(B, )] Si on suppose que

vl

X,

ExpyX=X, Exp X =X, X"

ExpgY =Y, ExppY =Y, Y =Y,
alors l'ensemble de définition de l'opérateur ¢ (4,B): X ®Y
—> X ®Yest défini comme suit:

ue XY EDY NN eDY(X)®D}(Y),

v>-1

D|o(4,B)]= . )
[ol.5) zuu || <+ooetZ||(pA B uy||<+o0
vl vl
De plus siu € D[@ (A,B)], alors
“

P4 BJu=20(4, B, u,

Démonstration. A partir de la définition de ¢ (4,B), on
déduit que si u € DY(X)®D}(Y)alors ¢(4,B)u=¢(4,B)u;
par conséquent, si u vérifie (3) et comme ¢@(4,B) est fermé,

on a l'égalité (4). Inversement, soit u €D[p(A4,B)]. D’apres
le théoréme 1, 0n a

u= Y u, u, eDY(X)®DJ(Y) et Y Ju, <+w.

vl v-1

(&)

Mais on a aussi

@(A.Bu=Y p,.»,eD}(X)®Dy(¥

v>1

Jet | y\,||v <400, (6)

v>1
Maintenant, il faut trouver ® € D(X) ® Dy (Y), tel que

u=y o, Z”covuv < 4o0.et Z"(p(AV B, (7)

vl v-1 v-1

)(ov|| < 400,

Pour cela, soit (Ao, 1o) 20(4) xo(B ); par conséquent,
(Mo, 10) £0(Av) xo(Bv ), pour tout v > 1. En vertu du résultat
sur le théoréme spectral (cf. [3]), on déduit que

@ (Mo, ko) €9[o(A4v) x(By )]= o [¢(4vBv)].

15

Donc
[o(ho110 )1 —@(4.B)ke=Y" [0(ho 1o Juy =3y J:= 2% (. HO(S)
vl v-1

En utilisant (5) et (6), on obtient que

90’“0) < 400 )
v-1
Posons maintenant,

= R(olko.t0) (4, B))y oo, (10)

ou R désigne la résolvante. A partir de (8), on aura:

U= Zwv. Comme (9) et (10) sont vérifiées, on obtient
vl

o], IRlelo0 o4 B o] <ron
vl Vel

Et enfin
(P(AV’BV )(‘)v = (P(A»B)(DV

= o(4.B)R(p(1g.110 ) o(4,B))y {0 )
= p(ho. 10 )R[0(Ro.10 ). (A:B)])’QO’HO)—)/\(,}‘O’“O)
= (p(?uo “0)(0 7L0 Ho)

et donc, on a

Z||(p(AV,BV)uV||V <+. W

vl

3- EXEMPLE

L'exemple suivant est classique, il montre I'application
du calcul fonctionnel a la résolution des problémes aux
limites. Soit 1'équation

ou Ou

= = /(%) (1.1)

avec les conditions
u(0,) = u(T1.,y) (1.2)
u(x,0) = u(x,72) (1.3)

Pour le probléme (1.1)-(1.3), on a le théoréme suivant
qui résume le résultat de 1'étude.

T T
Théoréme 4. Si —'ii,k, m e Z" et si —— est un
I, m 2
nombre algébrique réel de premier ordre, alors pour toute f
LT,
eLo[(0, T))x(0,T5)] telle que j j £ (x, y)dxdy =0, I"équation
00

(1.1) posséde une solution unique ueHl(O,Tl )C;)HI(O,Tz)
qui verifie les conditions (1.2) et (1.3).

Démonstration.
On pose Azg—u avec D(A):{ueL2 (0,77) et u(o):u(Tl )}
x

De méme B:Z_u avec D(B)={ueL,(0,75) et ulo)=u(T,)}.
y



T. ZERZAIHI

D'autre part, on note:
a=A®I, B=I®B,

ot ap:L(01)®L(0.7) —>Ly(0.1)®Ly(0.73)
Il est a noter que, d’aprés le théoréme de Fubini, on a

L[(0,T1)x (0,T2)] = L[(0,T)) ® L(0,T>).

D’apreés la définition du spectre, on a
G(A):{zTiki,keZ}, G(B):{znm i,meZ}.
L équation (1.1) peut s'écrire alors sous la forme

1 T
ou —Pu=f

(1.1

or

Dﬁ [L2 (VA )] = {I'ensemble des polyndmes
trigonométriques de degré < k},

Dy [L2 0,7, )] = {I'ensemble des polyndmes
trigonométriques de degré < m}.

i

Clest-a-dire que u,,(y)= Zb ; exp(i T_7y ) pour un(y) €
I 2

Dy [L,(0,T5)} Sur I'espace

DL, 0.1)]@ DY [L,(0.7)]

I'équation (1.1)" s'écrit sous la forme

Ok Ukym — B Uk,m :ﬁ,)n~ (1 . 1 )"

Vu les résultats concernant le cas borné (c.f.[4]), on
obtient que:

1 R(A, A, )R, B .
47 T Ts —H
Comme f;,, € D}j[L,(0,7,)]® D§[L,(0,7,)],on  peut

écrire f{x,y) de la maniére suivante:

2 ,
o Yo 25 e

km

Sl yJ :ka,m (x’y)
2 k,m

g

Aprés calcul, on obtient

2mm

ay ., ex; i%x exp| i
Je,m €XP T p T

2
27 Kk _m
L I

Ukm (x,y ):

16

converge  normalement  dans

et s1 Zuk’m
k,m

L,(0,7}) ® L,(0,7,), alors, d’apres le théoréme 3, on a
u(x, )= Y g (%, )
k,m

est la solution unique du probléme (1.1)-(1.3). La
convergence normale de la série en question est assurée

k m . r g
lorsque | — —— | est assez grand, ce qui est vérifié quand
1 1

T,
on suppose que T—l est un nombre algébrique réel de
2

premier ordre [1], car il existe, dans ce cas, une constante

C=C(T1,T») > 0 telle que 'inégalité
k

T, m

soit satisfaite pour tout (k,m)e Z x N*.H

C
> —
m
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