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Résumé  

Ce travail est consacré à la construction du calcul fonctionnel dans le cas de deux opérateurs 

fermés non bornés définis sur des espaces de Banach. 

Mots clés: Espace des vecteurs du type exponentiel, spectre simultané, calcul 
fonctionnel. 

 
Abstract 

In this paper, we build a functional calculus in the case of two unbounded closed operators 

defined on Banach spaces. 

Key words: Exponential vector spaces type, joint spectrum, functional calculus. 
 

 

 

 

 

 

 

 

e travail est consacré au calcul fonctionnel dans le cas de deux 

opérateurs fermés non bornés. On montre que ce calcul constitue la base 

principale d'une méthode de résolution de certains problèmes aux limites. On 

appliquera ensuite cette méthode à la résolution concrète de certaines classes 

de problèmes aux limites pour des équations aux dérivées partielles. 

Soit A: X → X, un opérateur fermé non borné, où X est un espace de 

Banach, l'espace 
AD (X) = {xX, ||Akx||  Ck, kN} est appelé espace des 

vecteurs de type exponentiel  , où  >0, C = C(x,  ) >0 est une constante. 

Il est démontré dans [4] que: 

a) 
AD (X) est de Banach pour la norme 
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b) A =A/ 

AD (X) est borné et 

AD  (X) est invariant par rapport à A. 

c)     XDXD AA
21

  (X)D(X)D.... k
A

k
A

1 X.... ,avec injections 

canoniques continues. 

d) L'espace  
1

 XDA  muni de la topologie Lim ind  XDA


 quand    

est notée, ExpA(X), i.e.  

    .quand   ,XindDLimXExp AA  

1- CALCUL FONCTIONNEL 

Soient A: X  X,  B: Y  Y, où A et B sont fermés non bornés, X et Y 

sont deux espaces de Banach. Pour établir le calcul fonctionnel, dans ce cas, 

on a besoin de la notion du produit tensoriel d'opérateurs et d'espaces de 

Banach, ainsi que la notion de spectre simultané. 

1.1- Décomposition de l'espace X Y 

Soit la suite croissante des espaces de Banach  X1    X2  .... Xk    Xk+1 

...., avec ||x||k+1  ||x||k pour tout x  Xk, on définit les espaces  
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Si X XExpA  et YYExpB  , alors on a l'égalité 

suivante (cf. [4]):  

   XX,X k1  

 
Théorème 1. Soient  X  et Y  deux  espaces  de  Banach, 

A: X  X, et B:Y Y, deux opérateurs fermés non bornés. 

Si X XExpA  , ,YYExpB   X** =X et Y** = Y, alors on a 

l'égalité algébrique et topologique suivante  

                      Y
~

XY
~

X,YD
~

XD BA  

1                (1) 

où Y
~

X  désigne le completé de .YX   

 
Démonstration.  Comme on a par hypothèse 

X XExpA  et  ,YYExpB   on déduit, d’après les 

propriétés du produit tensoriel, que  

Y XYExpXExp BA   

Et comme, d’après [8], on a déjà l'égalité  

   ,YD
~

XindDLimYExp
~

XExp BABA



  

on obtient que    




 
1

YD
~

 XD BA  est dense dans 

,Y 
~

X  d'où  .Y 
~

XYExpXExp BA   

 

Pour démontrer (1), il suffit (cf.[4]) d'établir que  

    ,uuLim
YXYDXD BA 

  

pour tout    




 
1

.YD
~

 XDu BA   

Soit    ,YD
~

 XDu BA
  donc u peut s'écrire sous la 

forme  



1k

kk yxu ,  avec    YDy,XDx BkAk
  et  

                  

 
 YDkXDk

yx
YDXD BA

kk
BA

yxInfu      (2) 

Mais il est démontré dans [4] que  

  .xxLim
XXDA




 

D'où, par passage à la limite dans (2), on obtient  

    .uyxInfuLim
YXkk

yx
YDXD

k

kk
BA 







  

ce qui achève la démonstration du théorème. 

Théorème 2. Soient A: X  X, B:Y  Y deux opérateurs 

fermés non bornés, X et Y sont deux espaces de Banach. 

Dans ces conditions, on a les deux résultats suivants: 

a) Les deux opérateurs  

       YD
~

XDYD
~

XD:BI,IA BABA


    

sont bornés et .    

b)      .BA,S    

où    ,S est le spectre simultané de    ,  dans le 

bicommuttant S de l'ensemble .,    

 
Démonstration.   

a) Comme A  et B  sont bornés (cf.[7]), alors  et   le 

sont aussi car  

  yxAyx    et   .yBxyx    

Grâce à la commutativité, on a  

    yBxAyxyx     

b) D’après la définition du spectre simultané dans une 

algèbre de Banach (cf.[5]) et le théorème spectral, on a  

     .,S    

Mais d’après [6], on a:      A et    .B   

d’où:  

     .BA,S    

En ce qui concerne l'autre inclusion, soit 

       21, , il existe alors, d’après la 

définition, deux fonctionnelles multiplicatives 


 AMm1 et 


 BMm2 telles que  

        2121 m,m,  

où 
AM est l'ensemble de toutes les fonctionnelles 

multiplicatives définies sur le bicommuttant S de l'ensemble 

 .,    Sur S, on définit une fonctionnelle multiplicative 

de la manière suivante  

   ,BmAm)BA(m   21  

et comme:  

      11   AmIAmm   

et       ,BmBImm 22    

alors       ,m,m,   21  ce qui signifie que 

   ,,, S   21  

d'où        BA,S , 

ainsi, le théorème est démontré. 

 

2- APPLICATION AUX EQUATIONS 
OPERATORIELLES 

On sait que dans le cas borné (cf.[3]), si  est une 

fonction analytique dans un voisinage de    ,BA    on 

peut alors définir l'opérateur  

        
 

 

 




A B

,ddB,RA,R,B,A
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où 


A et 


B sont des contours qui contiennent   A  et 

  B  respectivement. 

Soit   une fonction analytique dans un voisinage de 

    
1

  BA  et   ,  un opérateur défini sur 

 **YExp*XExp *B*A  . On note la restriction de   ,  à 

X
~

Y par (A,B). De plus, on définit le domaine de 

définition de (A,B) comme suit  

     ,Y
~

Xu,;Y
~

XuB,AD   

et pour u D[ (A,B)] on a  

 (A,B)u =  ( , )u. 

 

Théorème 3. Soient A: D(A) X  X et B: D(B)  Y  Y 

deux opérateurs fermés non bornés définis sur des espaces 

de Banach et soit   une fonction analytique sur un 

voisinage de  
1

  )B()A( , si on suppose que  

,YY,YYExp,YYExp

,XX,XXExp,XXExp

****
BB

****
AA

*

*




 

alors l'ensemble de définition de l'opérateur  (A,B): X 
~

Y 

 X 
~

Y est défini comme suit: 

  

   

 
,

uB,Aetu

,YD
~

XDu,uu,Y
~

Xu

B,AD

BA
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    (3)                                                                                         

De plus si u  D[ (A,B)], alors  

                           



1

u)B,A(u)B,A(                    (4) 

 

Démonstration.  A partir de la définition de  (A,B), on 

déduit que si u     YDXD BA
  alors (A,B)u=(A,B)u; 

par conséquent, si u vérifie (3) et comme (A,B) est fermé, 

on a l'égalité (4). Inversement, soit u D[(A,B)]. D’après 

le théorème 1, on a  

            



 

1

YD
~

XDu,uu BA  et 


 
1

.u      (5) 

Mais on a aussi  

         
 




 
1 1

et
 

.yYD
~

XDy,yuB,A BA   (6)                                                                                        

Maintenant, il faut trouver   ),()( YDXD BA
  tel que 

     



 

 
11 1

et
 

.B,A.,u     (7) 

Pour cela, soit (0,0) (A) (B ); par conséquent, 

(0,0) (A) (B ), pour tout   1. En vertu du résultat 

sur le théorème spectral (cf. [3]), on déduit que  

 (0,0) [(A) (B )]=  [(A,B)]. 

Donc  

         
 
 


 

1 1
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00

 

,
y:yu,uB,AI,         

En utilisant (5) et (6), on obtient que  

        
 


 


 

1

00



,
y                         (9) 

Posons maintenant, 

                       
,yB,A,,R

, 00
00


                   (10) 

où R désigne la résolvante. A partir de (8), on aura: 


1

.


u Comme (9) et (10) sont vérifiées, on obtient  

      
.yB,A,,R

,
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Et enfin  
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yyB,A,,R,
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00
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et donc, on a 

  .uB,A 



1

 

 
3- EXEMPLE 

L'exemple suivant est classique, il montre l'application 

du calcul fonctionnel à la résolution des problèmes aux 

limites. Soit l'équation  

                                  y,xf
y

u

x

u










                         (1.1) 

avec les conditions  

                                   u(0,y) = u(T1,y)                             (1.2) 

                                   u(x,0) = u(x,T2)                             (1.3) 

Pour le problème (1.1)-(1.3), on a le théorème suivant 

qui résume le résultat de l'étude. 

 

Théorème 4.  Si ,
2

1

m

k

T

T
 k, m  Z* et si 

2

1

T

T
 est un 

nombre algébrique réel de premier ordre, alors pour toute f 

L2[(0,T1)(0,T2)] telle que   
1 2

0 0

,0),(

T T

dxdyyxf  l’équation 

(1.1) possède une solution unique    2
1

1
1 00 T,H

~
T,Hu   

qui vérifie les conditions (1.2) et (1.3). 

 
Démonstration.  

On pose
x

u
A




 avec      ,TLuAD 12 0 et     .Tuou 1  

De même
y

u
B




  avec     22 0 T,LuBD   et    2Tuou  .

 

(8) 
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D'autre part, on note: 

,IA ,BI  

où    2212 00 T,L
~

T,L:,      .T,L
~

T,L 2212 00   

Il est à noter que, d’après le théorème de Fubini, on a 

L[(0,T1) (0,T2)] = L[(0,T1)
~

L(0,T2). 

D’après la définition du spectre, on a  

  ,Zk,i
T

k
A













1

2
  .Zm,i

T

m
B













2

2
 

L équation (1.1) peut s'écrire alors sous la forme  

                                       u  u = f                              (1.1)’ 

or  

 )0( 12 ,TLDk
A {l'ensemble des polynômes 

                                             trigonométriques de degré  k}, 

 )0( 22 ,TLDm
B {l'ensemble des polynômes 

                                            trigonométriques de degré  m}. 

C'est-à-dire que 
j

jm y
T

j
ibyu )

2
exp()(

2


 pour um(y)  

 .)0( 22 ,TLDm
B  Sur l'espace  

   )0(
~

)0( 2212 ,TLD,TLD m
A

k
A   

l'équation (1.1)' s'écrit sous la forme 

               k uk,m   uk,m = fk,m.         (1.1)" 

Vu les résultats concernant le cas borné (c.f.[4]), on 

obtient que:  

 
     

.dd
y,xfB,RA,R

y,xu

kA mB

m,kmk
m,k 
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Comme )],,0([
~

)],0([ 2212, TLDTLDf m
BAmk  

on peut 

écrire f(x,y) de la manière suivante:  

    








 









 


m,k

m,k

m,k

m,k y,xfy
T

m
iexpx

T

m
iexpay,xf
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Après calcul, on obtient  
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T

k
iexpa

y,xu

m,k

m,k  

et si 
mk

mku
,

,  converge normalement dans 

),,0(
~

),0( 2212 TLTL   alors, d’après le théorème 3, on a  


mk

mk yxuyxu
,

, ),(),(  

est la solution unique du problème (1.1)-(1.3). La 

convergence normale de la série en question est assurée 

lorsque 











21 T

m

T

k
 est assez grand, ce qui est vérifié quand 

on suppose que 
2

1

T

T
 est un nombre algébrique réel de 

premier  ordre [1], car il  existe, dans ce cas, une  constante 

 

C = C(T1,T2) > 0 telle que l'inégalité  

m

c

m

k

T

T


2

1  

soit satisfaite pour tout (k,m) Z  N*.  
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