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Résumé

On établit sous une forme explicite une formule des fonctions spectrales d’un opérateur
symétrique régulier avec les indices de défaut (nn)n <o0. On en déduit certaines propriétés des
spectres d’extensions quasi-auto-adjoints de cet opérateur.

Mots clés : opérateur symeétrique, fonction spectrale, indices de défaut, résolvante

généralisée, fonction spectrale généralisée. E. ALEXANDROV
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Explicit formula is derived for the spectral functions of symmetric and regular operator A with A. HEBBECHE

deficiency indices (nn) n<o. Some implications of the formula, that are related to the specters of

quasi-self-adjoint extensions of the operator 4 .

Key words : symmetric operator, spectral function, deficiency indices, generalized

resolvent, generalized spectral function.
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Bien que le développement de la théorie spectrale des opérateurs auto-
adjoints et symétriques semble achevé, il existe peu d’opérateurs pour
lesquels les fonctions spectrales peuvent étre écrites sous une forme explicite.
La construction des fonctions spectrales d’un opérateurs auto-adjoint est un
probléme important et difficile. Par exemple, un quantum observable est un
opérateur auto-adjoint 4 défini dans ’espace de Hilbert @ des états d’un
systeme et, a la différence de la mécanique classique, cet observable dans

I’état ¢ € @ (|| =1)ne prend pas une valeur définie, mais il est une variable
aléatoire de la loi de distribution F(¢) =(E;@ @), oukE;est la fonction
spectrale de 4. Connaitre E; dans ce cas est important.

Soit H un Hilbert séparable, avec le produit scalaire (.,.) et la norme || . || ,
et A un opérateur symétrique défini sur un domaine D(A4) qui n’est pas
nécessairement dense dans H. On suppose que les indices de défaut de 4 sont
(n,n),0<n<oo. L’opérateur 4 peut étre prolongé en un opérateur auto-
adjoint Adans un espace plus vaste H>H. Si E; et INQ sont
respectivement la fonction spectrale et la résolvante de 4, Py
Iorthoprojecteur de A sur H, les fonctions E, = PyE, . et Ry =PyR, i

sont appelées respectivement fonction spectrale généralisée et résolvante
généralisée de A. Les opérateurs R, et E, sont liés par la relation:

+00
Ri= | % 1mazo0,
)

et pour f, g € H et les nombres réels «, f(a< ) on a la formule de Stiltjes:

B
(Epro=Ealf o) =Eapte) =51 T [(Rosic=Roicligrdo (1)

Le probléme de description de I’ensemble des fonctions spectrales
d’opérateurs symétriques se pose en physique mathématique, en mécanique
quantique, dans le probléme des moments etc.

Le présent article donne la solution du probléme posé pour des opérateurs

© Université Mentouri, Constantine, Algérie, 2002.



E. ALEXANDROV et A. HEBBECHE

symétriques réguliers avec les indices de défaut
(n,n),n <. L'essentiel de ce travail est la formule des

résolvantes généralisées établit dans [1]. Notons que dans
[2] le probléme est résolu pour une autre classe
d’opérateurs auto-adjoints. On peut considérer cet article
comme un prolongement de [2].

1. RESOLVANTES GENERALISEES

1- Soit 4 un opérateur symétrique dans un espace de Hilbert
H de domaine D(4). On ne suppose pas que D(4) est dense
dans H. Pour chaque nombre complexe A, ImA=0, le
sous-espace de défaut de 4 est N3 = HO(A—AI)D(A) ou
I est I’opérateur identité. On pose: P, =¥, r\(D(A)—F&Z).
On sait que P :{O} si, et seulement si, D(4)=H . Si
D(A) # H I’ensemble
G, = {[‘/”l//]e NyxN;p-ye D(A)}

est le graphe d’un opérateur isométrique V' de domaine P,
a valeurs dans Py .

On désigne par I I’ensemble des opérateurs linéaires
F, ||F || <1 de N, dans X_,. Pour une fonction opératorielle

FQ), 1eC* = {/1 ImA >0} analytique sur C*, a valeur
dans 3, on introduit I’ensemble (2, () des éléments
heXN,; tels que
Mggeqlﬂlﬂlhn -[F(h]< o0
ou C; :{ﬂLeCJr :5<arg/1<7r—g,0<5<7r/2}.
L’ensemble g () est un espace vectoriel, et pour
touthe Qp () [4], lim . F(A)h=Fy(o)h existe au

A—x,1eC;,
sens de la topologie forte. Fp(oo) défini ainsi est un
opérateur isométrique.
La formule suivante décrit I’ensemble des résolvantes
généralisées de 4 [3]:
Ry(A) =Ry =(Apzy —AD "' Ry =R}, LeC",
ou F(A) est une fonction arbitraire réguliére sur C* a

~

valeur dans 3, satisfaisant la condition
Fy(0) £V,
quel que soit € 2, (0)NP,,y=0.

(1.1)

Af(y) est I'extension quasi auto-adjointe de 4 définie sur
D(Ay ;) = D(A)+(F(A) - DN, , par:
AF(A)(f+F(/1)—go) = Af +iF(D)p+ip, f € D(A),p ey,
On désigne par R D’ensemble des fonctions

opératorielles F'(A) réguliéres dans C* a valeurs dans 3
satisfaisant a la condition (1.1).
2- Dans la suite, on suppose que A poosséde les indices de
défauts (n,n), n <oo. Désignons par 4 son prolongement
auto-adjoint et introduisons I’opérateur

T =(A=dgD(A-1D)" 1 .

UM0 (A=2y1)(A=AD)", Imi>0

Notons sa propriété importante [5]:

U, Nz, =Nz, ImiImig #0 (12)
On désigne par
1 2
o o..o" (13)
des vecteurs orthogonaux de N_;. D’aprés (1.2),

goflk) =(O];Lj¢l(k), k=12,..n forment une base de N7, en
particulier, les vecteurs

oM —Up® k=12,..n (1.4)
ou U=U_;est la transformation de Kely de 4, forment

une base orthogonale de ;.

Pour écrire la formule convenable des résolvantes
généralisées de A, on aura besoin des notations suivantes:

_ k _
O =il . cn=ailo, .

A =[E-ccnea)] ! = [ajk Mﬂj’,k:l

ou E est la matrice unité d’ordre n, £2(1) est une fonction-

matricielle réguliére dans C* qui correspond, dans les bases
(1.3) et (1.4), a la fonction opératorielle F(A)eR;

1 1 r
0, =@ et (F02) = (10D .00 somt
des colonnes (7 désigne le transposé), (¢,,g) est définie
par analogie.
Dans la suite, nous désignons par @ I’ensemble des
matrices 2(1), heC", associées dans les bases (1.3) et

(1.4) des fonctions opératorielles F'(1) € R .

Avec les notations faites, écrivons la formule des
résolvantes généralisées de 4 [4]:

R/1 (Af = R/zf =
R, f+(f.op) [E-2]cyem)-E] ole,,

ou 13,1 est la résolvante de /i), Q2(A) e @. La formule (1.5)

définit une résolvante d’un prolongement auto-adjoint de A4
si, et seulement si, £2(1) est une matrice constante unitaire.

2. FONCTIONS SPECTRALES DES OPERATEURS
REGULIERS.

1- Rappelons qu’un nombre complexe A est appelé de type
régulier de 4 s’il existe k=k(4)>0 tel que pour tout

feDA): (A=) fl|zk|f]|-
symétrique, chaque point non réel est un point de type
régulier. Un opérateur symétrique A est appelé régulier si
tous les points réels sont de type régulier de 4. On a la
propriété suivante [5]: si un prolongement auto-adjoint
d’un opérateur symétrique 4 posséde un spectre discret,
alors chaque prolongement auto-adjoint posséde un spectre
discret. Pour que ce cas ait lieu, il faut et il suffit que
I’opérateur 4 soit régulier.

2- on supposera que A est régulier et, en outre, il est simple,
c’est-a-dire qu'il n’existe pas de sous-espace H| < H sur

Pour un opérateur

lequel 4 est auto-adjoint.



Fonctions spectrales d’une certaine classe d’opérateurs symétriques.

Soit 4 un prolongement auto-adjoint de 4 défini sur
D(A)=D(A)+V - DX,
ou V eR et Vapplique P,

> sur P_;. Comme A4 est régulier,
le spectre de A est discret; on le désigne par {ak }TO et on
désigne par {(//k} la suite orthonormée compléte de

fonctions propres de A associées a {ak } On supposera,

de plus, la simplicité du spectre de A.Ona:

Af = Zak<f,wk>wk,feD(2i>,

Ryg=R;(A)g = Z(g i)y,

geH
it Ak~ 4
On suppose dimP ;=dimP. =p<n et encore
P ePr, k=1..p, Im1=0.
Lemme 2.1 [1]. Les décompositions des qo(]) loflu(pl-(j),

Jj=12,...

. sont données par

()
(J) Z 7k
=1 @k =4

Vi

ot 7/1(cj ) ne dépendent pas de J. et vérifient les conditions:
SNk , . ()? .

z‘yk ‘ <00, ]:1,2,..,,p N Z‘}/k ‘ =00, ]:p_l’_l)’n
k=1 k=1

Lemme 2.2 [1]. Pour tout f,geH, les fonctions-

matrices (f, ¢E)T¢Zlﬂ. et @;171. (p;,8) sont réguliéres
dans la bande 0<ImA <1 et quel que soit v=12,...:

res(R, . @)= res(/.07) @3 10,.) = w8

v

Lemme 2.3 [6]. Soit N(A) une fonction-matrice réguliere
dans C* et vérifiant la condition ImN(A)=0, 6,(4)et
0,(A) des fonctions-matrices réguliéres dans un domaine
contenant le segment [a,ﬂ] et telles que le produit

91 (LN (/1)92 (A1) aun sens. On al'expression suivante:

— hm j [01 (AMN(A),(2) -6, (E)N*(A)QZ(Z)}M:

27t

ﬂ
=16,(0)dS(0)0,(0c), A=0c+ir
[6,(0)dS(c)0, (o)

a

oul: S(o) = L fim j ImN(t+i7)dt

V4 ra+0

3. RESULTAT ESSENTIEL

Théoréme 2.1. Soient 2(1) une fonction-matrice de @,

E,,—o<t<+owla fonction spectrale de A associée a

(). Pour tout nombre réel o, on défini la matrice p(o)

p(o) = [@ L dpo;"
0
ou

t
p(t)= l@i ’ limo j Re{[C(/i).Q(/l) +EJc()2)-E! }do
T T+ 0

(A=o0+ir). Alors pour tout f,g € H et tout a,p (a < f),
on a l’égalité

B
(Egpf - 0)=[(f.0.) dp(o)p,2)  (23)
oit E,y=Eg —E,.
Démonstration. Grace aux égalités [1]
o, =lo)+0;] @, =ilo)-0;] @4

n

27 i
ou @)= {J. ettg (E(D(k),(ﬂisﬂ

0 k,s=1

Les formules (1.5) peuvent étre ramenées aux formes

Ry f =Ry f=(f.o0) @7 @ [crem)-E @)le,

-/, (p;)%;{iay :

Ref =Ryf (1) 07 @ lcnemn-E] @,
~(f.p) @7 @5

Soient a et B, a < B, deux nombres réels arbitraires. En
appliquant la formule de Stiltjes a

hmj([Rﬂle)

B
L fim {(f o) @ @, lcnen-E o7 (0.0

i

(E ﬁf g)—

270 T+

~(f, ;ozf@;l_,@ﬁ [chen-ET @3 9, 9)do

im, | (k. 0-r 007 07 0.0

2721
—[(R;,f,g)—(f,co;) 007,20
ou A=a+ir.

On sait [1] que la fonction C(1)= Q/{iltﬁﬂ’_i est
réguliére sur C* y compris sur ’axe réel et, en outre, quel
que soit e C*, [C(A)| <1 et quel que soit 6 réel [|C(o)|=1.
I1 en résulte 1’inégalité suivante

Im% ifccyem)-E™? }z 0.

En appliquant les lemmes 2.2 et 2.3 et en tenant compte
de I’égalité

s (o @7 (0,.0)] o (00" 27 (05, 0)].

on obtient

B
Esf.2)=[(f.0,) @, dp ()@} (9,.2)
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11 [ -1 -1
_Z_MI(f’¢G) [@0‘,—1' _@o-i hog,g)da (2.4)

o
od 7(0)=——@, Im [Re[c()2(1)~E] do .
27 T+0 )

En tenant compte de (2.4), on a

-1 -1 -1 -1 -1 -1
Py i~ Py =Py [(Doi Py ]‘Dm' =0, 0Py (2.5)

ot (Eypf.8)= /f(f, o) O dp()D  (9,.8)

ou ‘

plo)= %aﬁﬁ TEEOERG{[C(M(” +EJc(ne) - ET }dt
avec A=t+ir.

o
En posant p(o) = J.(Dt_ Ld,?)(t)thlTl , on aura (2.3).
0

4. CERTAINES PROPRIETES DU SPECTRE

Soit A un intervalle quelconque (fini ou infini) sur I’axe
réel et 2(1) € @ . On suppose que:
1°) £2(4) est continiment prolongeable de C* sur A.

2°) Pour tout o € 4, (o) est une matrice unitaire.

Corollaire 2.1. Soit A, le prolongement quasi auto-adjoint
de A associé a (1) € @. L’intervalle A ne contient pas de
points du spectre de A, si, et seulement si, £2(1) vérifie

les conditions 1° 2° et,
det[C(0)2(c) - E]#0.

en outre, pour tout ceA

Démonstration. Comme quel que soit o €A la matrice
C(0)2(c) est unitaire etdet|C(c)2(c)—E]#0, alors

10

Re {[C(o)g(o) +E]C(0)2(c)-ET™! }: 0.

On en déduit grace a (2.2) et (2.3) que pour tout
intervalle [, #]c A et pour tout f € H : Eaﬂf =0.

Remarque 2.1. Soit 4 un opérateur positif et A = (—o0,+00).
Le corollaire 2.1 devient le critére pour que A4, soit le

prolongement positif de 4.

Corollaire 2.2. SiQ2(1) e @ satisfait les conditions 1° et

2°, alors A ne contient que des points isolés du spectre de
Ag . quisont les zéros de det[C(O').Q(O') —E].

Corollaire 2.3. Le spectre du prolongement auto-adjoint
Ay associé a une matrice unitaire U € @ coincide avec les

zéros de det [.Q(O') - U*].
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