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Résumé

Le but de ce travail est I'étude variationnelle du contact sans frottement entre un corps élastique et
une fondation rigide. La loi de comportement de ce corps est non-linéaire et le contact est modélisé
par les conditions de Signorini. Ce travail est divisé en trois parties. La premiére est destinée a définir
quelques outils de I'analyse fonctionnelle. La seconde est consacrée aux résultats d'existence et
d'unicité de la solution. La troisiéme est réservée a I'étude de quelques propriétés de la solution. Ce
travail difféere de celui de Drabla, Sofonea et Teniou [1] par 1'étude de nouvelles propriétés de la
solution qui sont dues a l'introduction d'un parameétre dans la loi de comportement et le changement
d'une condition aux limites.

Mots clés: Elasticité, Contact sans frottement, Conditions de Signorini, Opérateur
fortement monotone, Inéquations variarionnelles, Pénalisation.

Abstract:

The purpose of this work is the variational study of contact without friction between body and a
rigid foundation. The elastic constitutive law is nonlinear. This work is divided in three parties. The
first is destined to define some tools of functional analysis. The second is devoted to existence and
uniqueness results of the solution. The third is reserved to study some properties of the solution. The
difference between this work and that in Drabla, Sofonea and Teniou [1] reside in study of news
properties of the solution.

Key words: Elasticity, contact without friction, Signorini conditions, Variational
inequations, Penalisation.
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Dans les définitions qui suivent, nous adoptons les notations

d'Einstein.

On note par:

Q un domaine de RY (N=2,3).
I' 1a frontiére de Q.

I (i=1,2,3) une partie de I".

Sy l'espace des tenseurs symétriques d'ordre deux sur R".
uaidla D(Q) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables et a supports

. ) : compacts inclus dans Q.

Qoadll Aol o deall 1 e caxgdl ) D'(Q) l'espace des distributions sur Q.
plall aa clSial g0 Adia B2elly () je pua a3l D =D(Q)"

Eady 5 chd e awall B Alaiu) g8 of D= DYQ)Y

e dandl 18 &0 S ini i J Sall o~ ) _ ' P
O 0sSh | Signorini 5o G e D_{g_(al.j)/o-ij_o-ﬁeD(Q), 1,1—1,N}

Sl <l gl rams Caymy J oY) e all el al 2

cdall 3 s Al g ) 3ok B 6 all 5 ) Les opérateurs différenticls du premier ordre &:D'—D'et
alas ;mbj C o S . );_“ i Div: D'— D’ sont définis au sens des distributions par:

all
[1] &8 o583l b 5 Jaall 138 G

o) = (6, (0)), &5 (1) =§(ajui +ou,), Divo =(0y;) i,j=1N

Y

Lyl Alaia) sl 3 Ty Jaa) B e H =l =u(i)/u; e (), =1, N}=12(2)"

sin byl ks b Jas gl Vg Ja)
a0 i) g pal) dualidel) CilalSH

H:{O' =(0;)/ 0, =0, €} Q)i =1,_N}=L2(Q)§XN

Claaliall s i) ke ¢ Signorini s Hi={ueH | e(u) eH} = H'(@)"
A sl H1={aeH/Div0'eH}
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Les espaces H,H,H ,H, munis de leurs produits

scalaires respectifs définis par

<u,v>H = Iuividx Yu,ve H
0
(o.1)y = .[O'ijz'l.jdx Vo,reH
0

<u,v>H = <u,v>H + <£(u), 5(v)>H Yu,ve H

<O', T>Hl = <0', T>H + <Div0', Divr)H Yo,re H1

sont des espaces de Hilbert. Les normes associées a ces
produits scalaires seront notées || ., [ [ » [ -
TR

L'application y : H, S IA( )N vérifiant 1'égalité
m=u,. Vue CI(E)N

est dite application trace. L'image de H, par y est

notée H - = H% (NN . Soit H']— le dual de H -, alors, pour

tout o € H,, ona:

<O-U’7’V>H'rxHr =(0.&(v))y +(Dive,v),, VveH,

NxN

etsi o eCH(Q2) :{0':(0',7)/0,]:aﬁecl(ﬁ)},alors

<O‘U,]/V>H~FXHI_ = Iauvds Vv e H,
r

Dans le probléme que l'on va étudier, mes/] >0, alors
l'inégalité de Korn
& >C YueV
el = Cl, Ve

est vérifiée avec C, une constante strictement positive qui
dépend de 2 et 7. L'espace V défini par

V={ueH /u=0 surl;}
est un sous —espace fermé de H, .

2- RESULTATS D'EXISTENCE ET D'UNICITE

2.1- Formulation du probléme mécanique et
hypothéses

On considére un corps élastique dont les particules
occupent un domaine 2 de RV (N = 1,2,3) et dont la
frontiére /7, supposée suffisamment réguliere, est divisée
en trois parties mesurables disjointes /7,7, et I3 telles

que mesure /;>0. On suppose que le champ des

déplacements  s'annule sur/;, que des tractions

superficielles % s'appliquent sur/,, et que des forces

volumiques f agissent sur (2. On suppose aussi que le
corps (2 repose sur une fondation rigide par la partie /3
de sa frontiére et que le contact s'effectue sans frottement,
clest-a-dire que les mouvements tangentiels sont
complétement libres. On précise encore que le corps (2 a
une loi de comportement de la forme o = F(g(u),0) (ou 6
est un paramétre donné qui peut étre la température,
I'humidité, l'intensité du champ magnétique, ['état
d'endommagement du matériau ou tout autre effet qui peut
influencer les coefficients dans la loi de comportement).
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La présence de la température dans les lois de
comportement en tant que parametre est une hypothese
simplificatrice utilisée par Ionescu et Sofonea [2], Sofonea
[3], Cristescu et Suliciu [4] et Lions [5].

Sous ces considérations, le probléme que 1'on va étudier
peut se formuler de la maniére suivante:

Probléme P. Trouver le champ des déplacements
u: 02— RY et le champ des contraintes o :£2 — S, tels

que
o =F(eu),0) dans 2 2.1
Divo+ f=0 dans 2 2.2)
u=0 sur/; (2.3)
ocv=h surl), 2.4)
u,<0,0,<0,0,=0,0,u, =0 surl; (2.5)

Hypothéses. Pour I'étude du probléme mécanique (P), on
considere les hypothéses suivantes:

F:O2x8y % RM S, estune application telle que
(a) Im > 0 tel que
(F(x,,0)— F(x,6,0)).(6, — &) > nilg, — &,
pp. xe2 Veg,5,eSy VOe RY
(b) 3L,,L, >0 tel que
|F(x,&,0,)— F(x,&,0,)| < L&, — &|+ L,|6, — 6,
(c) VeeS, VOe RM | la fonction x > F(x,£,0) est

mesurable au sens de Lebesgue p.p. x€.2.

(d) F(x,0y5,0))=0y (2.6)
feH, hel>(Iy)" (2.7)
Oel>(M (2.8)

Remarque 1. Les hypotheses (2.6) nous permettent de
considérer l'opérateur F' : H — H défini par
F(&‘, 0)(x) = F(x,&(x),0(x)) pp- xe 2 VeeH

Par simplicité, on note dans la suite cet opérateur par F.
Comme l'opérateur F est fortement monotone et de
Lipschitz, il résulte donc que F est inversible et son inverse

F~':H > H lestaussi (voir [6]).
On munit 'espace V' du produit scalaire suivant:
<u,v>V = <6(u),£(v)>H YuveV

Grace a l'inégalité de Korn, on peut vérifier facilement

2.9)

que les normes ||V et || 5. sont équivalentes sur V.
1

De (2.7) et du théoréme de Riesz-Fréchet, il résulte
l'existence d'un élément unique g €V tel que:
<q’v>V:<f’V>H+<h’7V>L2(r2)N YvelV (2.10)

En outre, on définit respectivement l'ensemble des
"déplacements admissibles" et l'ensemble des "contraintes
admissibles" suivants:

Uadz{VGHl/V=0 sur /7, v, <0 surF3}
zadz{reH/<‘[,s(v)>H2<q,v>V vveUad}
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2.2. Formulations variationnelles

Dans cette partie, on va donner deux formulations
variationnelles du probléme mécanique (P). Dans Ia
premicre formulation, l'inconnue principale est le champ
des déplacements u, alors que dans la seconde formulation,
l'inconnue principale est le champ des contraintes o . Le
résultat conduisant a ces deux formulations est le suivant:

Lemme 1. Sous les hypotheses (2.6)-(2.7), si (u,o) est une
solution du probléeme (P), alors on a:

ue Uad,

<F(£(u),49),g(v)—g(u)>H > <q,v—u>V wwel,,

ceX, <F_1(0',9),T—G>H >0 VreX,,

Démonstration. La démonstration de ce lemme est basée
sur l'utilisation des définitions de U, et 2, , l'application

de la formule de Green, l'utilisation des lois de
comportement et d'équilibre ainsi que les conditions aux
limites du probléme (P) (voir [1], page 79).

Le lemme précédent nous permet de donner les deux
formulations variationnelles suivantes pour le probléme
mécanique (P):

Probléme Pi. Trouveru € H, tel que
uel,,, <F(5(u),o9),£(v)—g(u)>H > <q,v—u>V, vwel,,

Probléme P2. Trouver o € H, tel que

o€, <F_1(O',t9),r—0'>H >0 VreX ,

2.3. Théoréemes d'existence et d'unicité

Pour l'existence et 'unicité des problémes (P)) et (P2),
nous avons les deux théorémes suivants.
Théoréme 1. Soit mesure I'; > 0. Sous les hypothéses (2.6)-
(2.7), le probleme (P1) admet une solution unique u eV .
Démonstration.
(i) U4 est un convexe fermé non-vide de 1, .
(i) L'opérateur A:V —V défini par

(Aw,v), =(F(&(w).0).e(v))y Yv,weV

est fortement monotone et de Lipschitz. Alors, le théoréme
sur les inéquations variationnelles elliptiques de premiéres

especes (voir [6]), entraine 1'existence d'un élément unique
ueVl tel que

uel, . (F(e@),0).6(v)—e))y, 2(q.v—u),, VveU,,

D'ou le théoréme 1.

Théoréme 2. Soit mesure I'; > 0. Sous les hypothéses (2.6)-

(2.7), le probleme (P2) admet une solution unique o € H, .

Démonstration.
(i) 2,4 est un convexe fermé non-vide de H.

(ii) L'opérateur F :H — H est fortement monotone de

Lipschitz, donc son inverse F~' l'est aussi. Alors le
théoréme sur les inéquations variationnelles elliptiques de
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premiéres espeéces (voir [6]) entraine l'existence d'un
élément unique o € H, tel que

=PI <F_](0',9),r—cr>H >0 VreX ,

ce qui prouve le théoréme 2.

3. PROPRIETES DE LA SOLUTION
3.1. Un résultat d'équivalence

Dans cette partie, on étudie le lien entre la solution du
probléme (P;) et celle du probléme (P,). Le résultat
principal obtenu ici est le suivant.

Théoréme 3. Sous les hypotheses (2.6)-(2.7), soit(u,0) un
couple de fonctions telles que ueV et o eH, .

Alors, la vérification de deux parmi les trois assertions
suivantes entraine la troisieme:

(1) u est la solution du probleme (P)) donnée par le
théoréme 1.

(il)) o est la solution du probleme (P>) donnée par le
théoreme 2.

(ii1)) o sont liées par la loi de comportement élastique:

o =F((u),0)
Démonstration. voir [1], p.81-83.

Remarque 2. Les interprétations du théoréme 3 sont les

suivantes:

1) Si le champ des déplacements u est solution du
probléme variationnel (P;), alors le champ des
contraintes o associé¢ a u par la loi de comportement
¢lastique o = F(e(u),0) est solution du probleme (P).

2) Si le champ des contraintes o est solution du probléme
variationnel (P»), alors le champ des déplacements u
associ¢é a o par la loi de comportement
¢élastique o = F'(g(u),0) est solution du probléme (P;).

3) Si le champ des déplacements u est solution du
probléme variationnel (P;) et le champ des contraintes
o est solution du probléme variationnel (P»), alors u et
o sont liés par la loi de comportement
¢élastique o = F(g(u),0).

3.2. Dépendance de la solution par rapport au
parameétre

Dans cette partie, on va étudier la dépendance de la
solution du probléme (P) par rapport au paramétre & .
Théoréme 4. Sous les hypotheses (2.6)-(2.7), soit (u;,0;)la
solution variationnelle du probleme (P) associée au
paramétre 0; (i =1,2) telle que (2.8) soit vérifiée. Alors, il
existe une constante C>0 qui ne dépend que de (2, I et

F telle que
|u1 —u2|H1 +|01 _02|H1 < C|91 _‘92|L2(_Q)M
Démonstration. Soient (u;,0,;) solutions faibles du

probléme (P) associées aux paramétres 6, eLz( Q )M ,
(i=12). Alors, on a:
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<F(g(u1),91),g(v)—£(u1)>H 2<q,v—ul>V, weU,, (3.1)
(F(e(uy),0,).6(v) = (), 2(qv—u,), VveU,, (3.2)

En prenant v=u,dans (3.1) et v=u;dans (3.2), il
vient:
(F(e(u)),0)) — F(£(uy),0,),&(uy) - &(uy)) 20
Donc
(F(&(u)),0) — F(£(uy),6,),£(uy) — &(uy)) Gyt

(F(e(uy).0) — F(£(uy),0,), () — £(uy)) 20
De l'inégalité précédente, il résulte:

|<F(£(u2),¢91) — F(()),6)), 6 (uy) — £(u))) H| <

(F(e(uy).0) = F(2(1,),0,), 81 - 2(ay) |

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz et (2.6)
dans le membre droit de cette derniére inégalité, puis (2.6)
et I'inégalité¢ de Korn dans son membre gauche, on obtient:

Crluy —u,| P Ly, =6, 2 (3.3)

QM
d'ou
|u1—u2|H1 <A =0y 2 (3.4)

D'autre part, on a:

|‘71 _02|Hl :|‘71_‘72|H :|F(5(”1)’91)_F(g(uz)ﬁz)b-/

en appliquant (2.6) et (3.4), il résulte:

oy - o, e cle, -9, (3.5)

|L2(Q)M

L'inégalité cherchée est maintenant une conséquence de
(3.4) et (3.5).

Remarque 3. Le résultat du théoréme 4 est important du
point de vue mécanique, car il montre que de petites
perturbations dans le parameétre € n'entrainent que de
petites perturbations dans la solution (#,0) du probléme de

contact sans frottement (P).

3.3. Un résultat de pénalisation

Dans cette partie, on va étudier le probléme pénalisé du
probléme (P), c'est-a-dire qu'on va remplacer les conditions
aux limites de Signorini (2.5) par les conditions aux limites
suivantes sur /5 :

o-f =0 si uf <0
B s _ PP =
-p<ol <0, of =0 si u =0
ol =—p siuf >0
ou S est un parametre destiné a tendre vers oo. Nous
considérons le probléme mécanique suivant:

Probleme PP. Trouveru” : 2 5> RY et o7 :02 - S, tels
que

o? =F(e(u”),0) dans Q (3.6)
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Dive® + =0 dans Q (3.7)
uP =0 dans Q2 (3.8)
cPv=0 sur Y 3.9

szO si uf<0
—,[7’<af<0, afzo si uf:O sur /3
o-f:—ﬂ si u5>0

La solution(uﬁ ,o? ) du probléme (Pﬂ ) dépend du
paramétre #>0. Pour I'étude du probléme (P?), on

suppose que les hypothéses (2.6)-(2.7) sont satisfaites et on
considére les fonctions @:R—>R et j: H; — R définies

par
{0 six<0

Px) = . (3.11)
x six>0

JO) = [@v)ds Wve H (3.12)

I3

On définit aussi Zaﬂ ', par
58, =l e HAr.e0)y+ A0) = (a0, Wver)

Lemme 2. Sous les hypothéses (2.6)-(2.7), si (u”,cP) est

solution du probléme (PP) , alors on a:

ufev,

(07,20 —g(uﬂ)>H + B0 - FwP) > <q,v—uﬂ>V el
oP e Zfd,<F_l(0',9),z'—O'ﬂ>H >0, Vr erd.

Démonstration. voir [7], p.67.
Ce lemme nous permet de donner deux formulations

variationnelles pour le probléme pénalisé (Pﬂ ):

Probléme Plﬂ .
Trouver le champ des déplacements u” : 2 — H; tel que
uf e v,
<Gﬁ,€(\/) —g(uﬁ)>H + ,Hj(v)—ﬂj(uﬂ) > <q,v—uﬁ>V ,YveV
Probléme Pzﬂ .
Trouver le champ des contraintes uf 0 H, tel que

GﬂEZfd, <F_1(Gﬂ,0),T—Gﬂ>HZO ‘v’rezaﬁd

THEOREMES D'EXISTENCE ET D'UNICITE
Théoréme 5. Sous les hypotheses (2.6)-(2.7), le probléme

variationnel (Plﬂ) admet une solution unique u” €V .

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est une
conséquence directe du théoréeme des inéquations
variationnelles de seconde espéce (voir [6]).
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En effet, l'opérateur 4: V' — V' défini par
(Aw,v), =(F(e(w),0).6(v)), VYwyveV
est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz sur V.
En outre, la fonctionnelle j: H; — R définie par:

JO) = [ pv)ds
I

est une fonction monotone propre et semi continue-
inférieurement, alors le théoréme sur les inéquations
variationnelles de seconde espéce entraine l'existence d'un

élément unique u” €V tel que:
<Auﬂ,v—uﬂ>V + (V) - fiwP) > <q,v—uﬁ>V YveV
ceci acheéve la démonstration.

Théoréme 6. Sous les hypotheses (2.6)-(2.7), le probleme

variationnel (Pzﬂ) admet une solution unique P e H,.

Démonstration. Zaﬂ 4 estun convexe fermé non-vide de H.
En effet, d'aprés (2.9) et (2.10), on a:
(g.v)y =(e@).e0))y
Comme £ >0etj>0,alors on a:
(e(@)eM)y +iM=(q.v), VveV

Ceci entraine que &¢) € Y2, , donc Y7, est non-vide.

La suite de la démonstration est analogue a celle du
théoreme 2.

Nous présentons maintenant un résultat de convergence
qui représente le résulta principal de cette troisiéme partie:
Théoréme 7. Supposons que les hypotheses (2.6)-(2.7) sont
vérifiées et que pour tout >0, u” et 6P vérifient la loi de
comportement élastique:

of = Fau”),0)
B>0, uf

variationnel (Plﬁ), (respectivement o est solution du

Si  pour tout est solution du probléme

probléme variationnel (Pzﬂ) , alors u? converge fortement
vers la solution u du probleme (P1) dans V (respectivement

o? converge fortement vers la solution o du probléme
(P2) dans H|) quand [ tend vers .

La démonstration de ce théoréme est une conséquence
des trois lemmes suivants.

Lemme 3. La suite (u”) est bornée dans V.

Lemme 4. La suite (u”) converge faiblement vers la
solution u de (P1) dans V quand [ tend vers oo.

Lemme 5. (i) La suite (u”) converge fortement vers la
solution u de (Py) dans V quand [ tend vers co.

(ii) La suite (6”) converge fortement vers la solution o de
(P2) dans H| quand f tend vers oo.

Démonstration. Pour la démonstration de ces lemmes, voir
[1], p-85-87.

23

Remarque 4. L'interprétation mécanique du résultat de
convergence donné par le théoréme 7 est la suivante: on
peut approcher la solution du probléme de contact sans
frottement d'un corps élastique avec une fondation rigide
par la solution du probléme de contact sans frottement de ce
méme corps avec une fondation déformable quand son seuil
d'effondrement f tend vers co.

3.4. Résultats le cas I'| =

Les théoremes d'existence et d'unicité 1 et 2 ont été
établis dans le cas mesure /7 >0. Dans cette situation,
I'inégalit¢ de Korn est vérifiée et elle est utilisée pour
démontrer I'unicité de ces deux théorémes. On peut aussi
considérer le cas mesure /{ =0, et dans ce cas, on passe a

I'ensemble quotient J* = H1|R ,ou R= {p eH,/&(p)= 0}
est I'ensemble des déplacements rigides.

Le probléme (P1) peut donc se formuler comme suit:
Trouver u €V = H, tel que

< F(e),0),e(v) =y2= fv=y +=<hy(v)= YveV

)"

(3.14)

Comme ¢ est nulle sur R, donc le probleme (P)
n'admet de solution que si:

_[fpdx+jhpdx§0 VpeR
Q

)

(3.15)

Du point de vue mécanique, (3.15) exprime que le
torseur des forces fet 4 (qui sont des données du probléme)
est inférieur a zéro.

Maintenant, on pose:

Lv)=<fiveg +=<hnv) > (3.16)

N
et pour u*,v¥ eV *, on définit
L*(v*) = L(v),
< F(e*),0),e(v¥) = =< F(eu),0),e(v) = (3.17)
Le probléme (P1) est donc équivalent a :
Trouveru* eV * tel que
< F(e(*),0),e(v¥) == L*(v¥) Vv¥elV*

Mais ce probléme admet une solution unique.

(3.18)

Donc, si mesure /{=0 et les forces f et & satisfont a
(3.15), alors le probléme (P;) admet une solution u, définie
a un déplacement rigide quelconque pres (c'est-a-dire si u
est une solution du probléme (P;), alors tout autre élément
de la forme u+ p, avec p déplacement rigide est aussi

solution du probléme (P1)). Les champs de contraintes o et
de déformations & sont uniques.
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