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Résumé

Dans ce travail, on montre l'existence de solutions a variation bornée continue a droite pour un
probléme d'évolution concernant le sous différentiel d'une fonction convexe, propre, semi-continue

inférieurement dans un espace de Hilbert.
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Abstract

This work is devoted to an existence result for bounded variation right continuous solution of an
evolution problem for the sub-differential of a proper convex lower semi-continuous function in a

Hilbert space.
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Ce travail est consacré a 1'é¢tude d'une classe de problémes d'évolution
non linéaires pour des inclusions différentielles de la forme:

—Z—u(t)eﬁqo(t,u(t)) dr p.p. sur [0,T]
"
u(0) = x,

ou Og(t,.)est le sous-différentiel d'une fonction ¢(z,.)convexe, propre,

(P)

semi-continue inférieurement, définie sur un espace de Hilbert H, dr est
une mesure positive de Stielties sur [ = [O,T ] d'une fonction
r:l— [O, oo[non décroissante continue a droite, telle que #(7) < oo . Il est
bien connu que A(f,.)=0¢(t,.)est un opérateur maximal monotone.
Plusieurs auteurs ont étudié ce type de probléme dans le cas ou
dr =dt est la mesure de Lebesgue, dans le cas général d'un opérateur
maximal monotone [1-3] lorsque A(%,.)=0¢(t,.) [4,5] et surtout dans le
cas particulier du processus de Rafle ou ¢(z,.)est la fonction indicatrice

d'un ensemble convexe fermé (voir [6] et ses références). Peralba [5] a
obtenu un théoréme d'existence d'une solution absolument continue
(dr = dt) en supposant que la fonction duale de ¢(#,.) est contrdlée par une

fonction absolument continue:
@ *(t,u) < @* (s,u) + k(u) |a(t) — as)|

k étant une fonction Lipschitzienne et a absolument continue. Kunze et
Marques [2] ont généralisé ce résultat en établissant l'existence de
solutions a variation bornée pour le probléme:

Ou
——(t) e A(t,u(t dr .p. sur |0,T
o, (0 € Altu(®) pp [0.7] @)
u(0) = x,
ou A est un opérateur maximal monotone. La mesure positive est la
mesure de Stieltjes d'une fonction non décroissante et continue a droite,
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en supposant que la variation de A(.) est contr6lée par dr au
sens suivant:

dis(A(t,.),A(s,.))<r(t)—r(s) 0<s<t<T
ou dis(.,.)est la pseudo-métrique introduite par [3]:

(M

<J’1 VX —x1>
I+ ]3] +1
avec la condition:

‘Ao(t,u)‘ < ()1 +Ju)

dis(4;, 4,) = Su, X, € D(A), y; € Alx,),i=1,,2

(2)
pour te[0,7], u e D(A(t))

AO(t,u) étant 1'élément de norme minimale de A(t,u).
Dans ce papier, on montre l'existence d'une solution a
variation bornée continue a droite pour A(z,.)=0¢(t,.)et

drla mesure de Stieltjes en exploitant les arguments
développés dans [2] et en utilisant la technique de
régulation de Yosida comme dans [5], c'est-a-dire étudier le
probléme régularisé (univoque), puis majorer les dérivées
des solutions des équations régularisées et faire un passage
ala limite (1—0).

NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

On considere un espace de Hilbert # muni du produit
scalaire <.,.> et de la norme associée |.|,1=[0,T] et
ot,.): IxH — ]—oo,+oo] une fonction convexe propre
A(t,.)=0¢(t,.): D(A(t,.))
c H — 2™ est le sous-différentiel de o(t,.) de domaine
D(A(t,.)),p*(t,.) la fonction duale de ¢(¢,.) définie par
(p*(t,.):Sup{<u,v>—(p(t,v):veH}. Pour toutA>0,

semi-continue inférieurement;

l'opérateur régularisé A(z,.) (approximation Yosida de
A(t) ) défini sur H tout entier par A4, (¢,.) = %(]_J/’i )
est univoque et Lipschitzien de rapport % ,

J,0=U +2.A(t,.))71 étant la résolvante de A(z,.)et on a
(voir [5]):

u
A, (u)=0¢, (t,u)= prox —
—p*(t,) A
A
L prox w1 prox u
N R

ou ¢,(t,u)=inf _, {ﬁ ||u —v||2 + ot v)} et prox ru designe
le point proximal de u par rapport a f, c'est-a-dire l'unique

. . . 2 .
point ou la fonction v %|v—u| + f{v) atteint  son
minimum Ao(t, u) € A(t,u) désignera 1'élément de norme
minimale de A(t, 1), “Ao(t, u)” = dist(0, A(,u)) . On se réfere

a [1] pour les différentes définitions et propriétés des
opérateurs maximaux monotones.

La variation var(u,/)d'une fonction wu:l—>Hest le
suprémum sur l'ensemble de toutes les subdivisions de 7 des

nombres > |u(t) —u(t,_,)|; u est & variation bornée (VB)
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si sa variation var(u,l)est finie. On écrira u VBCD si u est
a variation bornée continue a droite. On dira que
u:1 — H est solution de (P) si u(¢) € D(A(t,.)) pour tout
te[O,T ] et s'il existe une densité u'e LI(I, H,dr)de du par
rapport a dr vérifiant (P).

Remarquons que 1'unicité résulte classiquement de la
monotonie de A(z,.) et rappelons quelques résultats utiles

pour établir le théoréme d'existence: une version discréte du
lemme de Gronwall [2] et le lemme de Crandall et Pazy sur
la convergence des suites dans un espace de Hilbert [5].

Lemme 1. Soient (a),(f),(y,) et

nombres réels non négatifs veérifiant pour tout i€ N,
4 <o+ Blag+...+a_)+(1+y)a;, alors

J1 J-1
a; S[kz;)akjex ];)kﬂk+7kj pour jeN

(a,) des suites de

Lemme 2. Si (z,) est une suite d'éléments d'un espace de
Hilbert, (A,) une suite strictement décroissante de réels
positifs vérifiant <z, —z;,, A,z —ApZm > <0, Vn,me N

alors la suite QZn|) est croissante; si de plus elle est bornée,

la suite (z,,) converge dans H.

THEOREME D'EXISTENCE
Probléme régularisé

Considérons le probléme régularisé qui se présente sous
la forme suivante:

dui _
—7—5%(1»”10)) (P2)
u,(0) = xo

pour tout 1>0. Soit (g,) [O,l] une suite décroissante de
réels positifs tendant vers zéro. En vertu de [7] (lemme 1),
il existe une suite (P,) de partitions finies de

n
Zi—l < &>

It geier 0=ty <t/ <..<t; =T, 0<1' —
He) -t )<e, ,1<i<v, neN
En partant de x,, construisons la suite:

X =x
0 =%Xo 3)

n

X =X, = 4r(tl.") - r(tl."_l))A/l(tf_l, x'), i=0,..v,

Posons  A,(¢',x;' )=/ et définissons les fonctions

suivantes [8]: 6, :1—>1, Y :I—>Het X, :I—>H
définies pour tout ¢ € ]ti'fl,tf], i=1..v,:
0,(0)=0 0, =t )
YO=y  Y,0O=y )
X,0=xy X, O=x+E@O-rE )y (©)
Ona: 0<6,(t)—-t<g,
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xgp + (r() = r(ty)yy fe]fo 4 ]

X, ()=

xp +(r() =gy ..+ (r() - r(t‘t'" i ))y"fn ,
On déduit que:

X (6)=x) + j]o,z] Y (s)dr(s) (7

V0= =l X () = — e ]
)= riel ) 5

Etablissons deux propositions qui nous seront utiles
pour la suite.

Proposition 3. Supposons pour tout
0<s<t<T,etueH,

(s,1)

tels que

|9 (8, 1) — * (s, )| <[u|r(D) = (s)) )
AlorsNA>0,Vve H, ona:
|4, (t.v)— 4, (s,v)| < %(r(t) —r(s)) (10)

Preuve.

%|u - v|2 + /l(go* (t%))

On a ITt, p(2)) = Min{It,u),u c H}, donc0 e dI(t, p(t))

Posons p(t) = prox ﬂlp*(tq)v et I'(tu)=

qui  s'écrit aussi  v—p(f)e ﬂ(@(ﬂ%t,j))p(t) , dou
(V—P(f),u—P(f))+/1¢7*(l,%t))§ ﬂ(p*(t,%) et  donc

[tu) 2 1T p0) + $u = p)]”

D'apres 1'hypothése, on a alors:

I(s, u)—2|u v| +/1( (,ﬂ))
> Lu—f? + 2lp* () 22

> I°(6, p(0) + L= p)f =l (0) - ()
=L +/1( ( 20 ))+%|u— PO = [ulor(6) = r(s))

20 »

> Lpo) -} + Al s, 28
+HpOlor@©) =)+ L~ p(o)]
>Lp0) | +/1(¢,*(S,$»
-l ~lpOlr)=r)+ L~ pof”
Ts,u)> T, p(e) — (|u] = | p0)| &) = r(s)) + L|u = p(o*

Comme [7(s, p(s))< (s, p(t)), en prenant u = p(s)
dans la derniére inéquation, on obtient:

(6= p(s) < 2( p0) - | p(s)|Jr(t) = ()
<2 p(6) = p()|(r() ~ 1(s))

D'ou l'on tire | p) - p(s)| <2(r(t) — r(s)) et finalement
l'inégalité recherchée. Ml

~[ul(r() = r(5))
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xo + (r(t1 )—r(to ))y1 +(r(t) - r(t1 ))y; te ]l‘ln,tg]

Remarque 4.
Si lo* (t.x) — @ * (s.x)| <
(r@)—r(s)), 0<s<¢t<T,

on suppose

on obtient

[4.6,9) = A, (5.9 <200 =r(s)).
te ]t” ! ] 4
vn 71’ v}’l s e
Proposition 5. Supposons pour tout
i=0,.,v,,VneN, Vi1>0,
‘A " Sc(t)(l-i— X! ) (11)

alors il existe une constante positive K tel que pour tout i=
0,...v

x| <K, |x! —x;’_l‘ SK(r(tf)—r(ti"_l)) (12)
Supn|Xn|oo <K,
v, (13)
SupVar, (X,) = Supn( » x; —xiy j < Kdr([0,T])
| X,(0) — X,(9)| < K(r(t) — 1(s)) (14)

Preuve. Remarquons que pour éviter plus de technique de
calcul, on peut supposer c(¢)constante, quitte

I'approximer par une suite de fonctions étagées ([9], lemme
3.3.1). Posons r(#)—r(,) =5, On a:

= (V(ti )_r(ti—l)JA/l (tifl’xifl)‘ <cs/ <1+ ;.

i-1

a

X =X

Donc

n
X;

< ‘X?—l‘ + ‘75["(1 + ‘xﬁl‘): ‘X?—l ‘(1 +c6) )+ s

Ce qui assure, d'apres la version discréte de l'inégalité

de Gronwall pour g, = ‘xf_l‘ , que:

on|+czk 00k )GXP(CZ k+l)
< (|x0| +c.d1( O,T]))exp(c.dr([O,T ]))
Si on pose k= (|x0| +c.anfo,T ]))exp(c.dr{[O,T ])), on

déduit que ‘ ‘ <k.

-2
) -t
|Y,(0)] < c(1+ k), v €[0,T]et|X, (1) <|xo| + Spaltu(shdr(s)<
x| +c(1+ & )ar(Jo.z]).

x

De plus, <c(l1+k), donc de (8), on a

W <[]+ e+ Ry drJo.7]) =

D'autre part, ‘xl" - xf_l‘ <cs'(1+4h),
d'ou

SupVar(X,) = Supn(z

X —x; ‘)S Supn(zl.vil 3 )
<c(1+ k)X 85 <c(1+kydr([0.7]).
j]s’t]yn (7)dr(z)

<c(1+k)(r(H) —r(s)) .

Et [X,, ()X, (s)|=

< _[]s’t]|Yn (0)dr(z) <
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En prenant K = Sup(k,k',c(1+k)), on a les résultats
recherchés.

Donc (X)) VBCD
uniformément bornées (en variation et en norme). En vertu
de ([6], lemme 0.2.1), X, () converge faiblement vers une

est une suite de fonctions

fonction X (¢) pourt € [O,T ]; en particulier: X(0) = x; .
Et, en prenant la limite inf dans (14), on a:
| X() - X()| < KO (e) - r(e)
En plus, de fagon analogue a ([4], lemme 1), on a:

%zYn(t)—M——A (4L X (4))
dr () —r(tl) (15)

pour ter;’_l,ti"J et X,(0)=0 avec ‘Xn‘ <K, neN.

X,(0=

Par conséquent, (X ;l) cr? (I,H,dr)est bornée et

converge donc faiblement vers Z dans LZ(I, H,dr). D'autre
weH, (0,X{t)-X(0)=

lim, _,,, 0.dX, (]O’ t])
=tim, [ {1y X, )ar = [ {1y, 0.2)ar = ([, 2ar)

Donc

part, on a, pour tout,

lim ,, o0 (@, X, (1) = X(0)) =

(xdr)(lo,e])= ax (o, ) = x(1) - x(0)
= .[]O’I]Zdr = (zdr)(J0,7))
pour ¢€]0,7]i.e X'=Z drp.p.dans I, et donc X, > X'

faiblement.
Montrons que X, — X fortement uniformément sur / .

VteI,EIi,jeN:te]l z+1] ]r ]H]avec]l t;"+1]c]ll”,tf+1]
pour n<m. On a:

X =X = Ol A Xy et X = A4, (6, X)) + (6

<Xn(9n(t))—Xm(ﬁm(t)),Xn(t)—X;n(t)>
= (=X 07 XY = 4,07 )
= (! =X A, (X~ A, ] ) -
(S Al X = ST AL ), A X — A 50
= (A0 ) = 2ALE ), AL X — A 50))
+<Jl(tlf“)xl.”—J/1(t;”)x;1, (17,3 = A0 x ")>
(O A1) = L A X, A0 X~ A, (01,
Aaenan - | +
(T = T, AL, 20— Ay 50
S A = ST AL X, A0 X — AL X

i+1 /+1

Par suite:

(X,(0,0) = X, (0,00, X,(0) - X, (D)) <

< (T = TR, A0 X0 = Ay (0 )+

28

avec w=X,=X,,

(B A X = ST AL X0, A (e X = AL, )
En tenant compte de la définition de la pseudo-
métrique, nous avons:

< T = T (M, l(t;”,x;”)—Ai(ti”,xi”)>§

+ ‘ A X )‘)dis(A(ti" ). A7) .

il est facile de voir que la condition (7)

< (1+‘A/1(tl.", §
De plus,
implique (pour tout |u|=1) que dis(A(t]), A))
< r(t;”) — (") et, en utilisant (15), on obtient:
(Ta ] =, T A @ X = 4, (] 4]) <
<1+ ZK)(r(t;.") - r(tlﬂ ).
D'autre part, on a:

(AL XY = ST A X, A, (X = A, ()

< 2K2(5n 5]m+1)

i+1
Par conséquent:

(X,(0,0)-X,,(0,, ). X, ()~ X,,(0)<
< 21<2( "5 ]+1)+ (1+2K)(r(t )—r(t;’))
De plus, on a:
(x,0-%,0,00.%,0-x,®) < 262t -r0)
(5,0, )~ %, 0,2, - X, 0 < 262 (e, ).

Finalement:

(2,0~ X0, 2,0~ 2,0 <
<[(x,0- %,0,00. %0 X,,0)
(X OO~ X, 0, 2,0 = X, 0)
+H{X,0,0) = X (00, X, (0~ X,,0)

<2K2(r(fz+1) r()+ (7o) =r() + 67 - j+l)

+(1+ 2K)(r(tj )—r(t! ))= Ay (0
Il est clair que 4,,(?)est uniformément borné et
lirnn,m—)oo An,m (t) =0.
En appliquant la formule de Moreau, do’ <20 dw™,
do=dX,-dX,, “=X,-X, et
X,(0)=X,,(0)=x,, on obtient:

LX, 0~ X, 0 = 1 020 -0?(0)

((co )y () - (%) (0>) 3 fogde”
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< I]O,t]A"’m (S)dl’(s) S_[]O’T]Arl,m (S)di”(S)

En appliquant le théoréme de la convergence dominée
de Lebesgue, on obtient finalement:

|Xn —X|w -0.

X est donc a variation bornée continue a droite et vérifie la
condition initiale.
dx(t)

o = LX),

dx,, (¢
d,( L= A, (4, X, ().

Montrons que X vérifie —

Ona: X,(t) > X(@) p.p.et—

n

Vte [tH R

n

Définissons , par w,(t)=t.,, t [; alors

pour tout #,
_dX, ()
dr

=4;(y, (), X, (¥, (1))

Par passage a la limite, on a le résultat, car:
|45 (W (), X,y (W (0)) = Ay (2, X (1)) <
< |42 (W0, X, (W (0)) = 43, X (, (1))
+ A, (0, X, (, (0)) = A, (6, X ()]

Puisque A, (¢,u) est Lipschitzienne en u, on a:

|4, (8. X, (w, () — 4, (1, X (0))| < %an (v, ()= X().
De plus, de la proposition 3,
|4, 1, (0., (0, (O)~ 4, (1, X, (v, ()] < %Wn O)-r().
Par conséquent:
|4y, 0, Xy, (D)) = A8 X0)| < 3|, () = r0)| +
+4 Klr(y, () = r(0)] + | X, () - X(0] > 0

49X dans
E

X,

Et comme converge faiblement vers

1A, H,dr) , on a finalement — 94X () = A4,(t, X(®) pp.
dr

Ainsi avons-nous prouvé le théoréme suivant:

Théoréme 6. Sous les hypothéses (9) et (11), le probleme
régularisé (P,) admet une unique solution VBCD dr p.p.

dans 1.

Principal résultat

Nous avons donc pour toutA>O0l'existence d'une
fonction X; VBCD vérifiant

—X;l =A,(t,X,(9)) dr p.p. dans I
X,(0)=1x,

. dx, . . . .
Puisque —* est une suite bornée qui converge faiblement

vers % , on conclut que
A<k vis0.
dr

Soit donc une suite (4,) décroissante tendant vers 0.
Alors, pour tout # dans N, nous avons

29

{— X, ()= 4, (6, X,(0) dr p.p.
X;,(0)=x

dx;,
dr

<K.

avee

Théoréme 7. Supposons (9) et (11) verifiées, alors (P)
admet une unique solution VBCD dr p.p. dans 1.

Preuve. Il suffit de montrer que la suite (X, )converge

)

X,

vers la solution de (P) pour 4, — 0. Montrons que (d -

a)'=X}4n -X, -

do _
dr

%|Xﬂw(t) - ij(t)|2 = %.[]O’t]dwz < J-]O’t]a)*daf = J.]O,t]axia)

< '[]O,t]<X1” ~ X, X), = X, )dr

converge. Posons X; - X, =,

< f A 52 X5, 90) = Ao (5. X3, (5)). X3, ) = X5, (5)) i)
+ j]o’t]<Jjw(s)Xﬂw(s) =3, ($)X3,(5), X3, () = X, (5)) dr(s)
En vertu de la monotonie de A et du fait que
W _ 4, (6, X, () € At, J, (DX, (1)
il est facile de voir que

(J4,0X 5, (0= T, (DX, (0, X, ()= X}, () <O

Par conséquent:
2
X0 -x,0f <
< j]o ,]<’1” Ay (5.X, ()= Andy (5.X; (),

X}, ()= X}, (9))dr(s)

< o (X () = 4X, (5). X3, (5) = X, (5)) lr(s)
Finalement:
(X3, (8) = 2 X3, (0, X, () = X}, (1) <O

Ce qui nous permet d'appliquer le lemme 2 et d'affirmer
que

r}igle'ﬂw =V dans Lz(l,H,dr)

V étant dans I2(1, h,dr) , a fortiori dans INI, H,dr), si nous
posons X(¢) = x, +J']0 t]V(s)dr(s), alors X est VBCD avec

V= “2—): p.p. etona X, (£) > X(¢) fortement. En particulier

X(0)=x .
De plus, nous avons lm, X, =X() et
nmn%x’ln = X'(¢) pour t€I\N,dr(N)=0.
dx,
Donc pour te/\N, on a: — - ()= Aﬂn (t’Xﬂn ®))
€A, J, (DX, ).
Or

4, (X, (8) = X(0)| < |5, (0X,(0) = X, (0] +| X, (0) — X(0)|
< 2 A4y, (8, X, ()] +] X, (0 — X(0)|
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dx;, (6
< i”‘ dr

+[X5, () - X

< 1K +|X, () - X(0)| >0, n—>oo.
Donc VX, (1) € H, J, (DX, (¢) € D(A(Z,.)) converge vers
X(t) et — X, ()= A, (1, X, (1)) € ADJ,, (DX, (1) converge
vers —X'(7) .

En vertu d'un résultat bien connu de fermeture de
graphe pour les opérateurs maximaux monotones [1], on a

X(1) € DO@t,.)) et — L0  oo(t, X(1)) p.p.t dans[0,T7]. Ce

qui achéve la démonstration. Wl
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