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Résumé

La stabilité linéaire connait des limites pour la détermination de la valeur de la charge critique en
présence des grands déplacements. Pour remédier a ce probléme, la stabilité incrémentale est
employée. Cette analyse suppose la linéarit¢é des déplacements au voisinage d’une position
d’équilibre non-linéaire. L’analyse requiert la détermination du chemin d’équilibre, ensuite la
vérification de la stabilit¢ de chaque état d’équilibre est établie en utilisant le critére de la variation
seconde de 1’énergie potentielle totale. L’élément considéré est un élément poutre en plan, basé sur
une formulation mixte hybride avec prise en compte du cisaillement transversal. Les résultats obtenus
mettent en évidence I’influence de cette non-linéarité sur la valeur de la charge critique et font
apparaitre les différences par rapport aux résultats déterminés par stabilité initiale.

Mots clés: Grand déplacement, non-linéarité géométrique, stabilité incrémentale, élément
fini.

Abstract

The linear stability presents limits for determination of load initial value in presence of important
displacements. For remedying at this problem incremental stability is employed. This analysis
assumes linearity of displacements at neighbourhood nonlinear equilibrium position. The analysis
demands determination of equilibrium path, then verification of stability of each equilibrium state,
using criterion of second variation of total potential energy. The considered element is the beam
element in plan, based on mixed hybrid formulation, with consideration of transverse shear. Obtained
results put in evidence non-linearity influence on critical load value, and appears differences in
respect to results determinated with linear stability.

Key words: Large displacement, geometric nonlinearity, incremental stability, finite element.
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’emploi simultané de composants structuraux élancés et de matériaux a
haute résistance a fait de l’instabilité¢ élastique un probléme d’une

importance considérable.

Cette sensibilité aux problémes d’instabilité provient de la présence des
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grands déplacements. Dans ce cas, on fait recours au calcul non linéaire
géométrique puisque on ne peut plus confondre 1’état déformé de la
structure avec 1’état non déformé, le cas de la stabilité initiale.

L’analyse de la stabilité initiale se montre inapte a prédire la valeur de la
charge critique en présence des grands déplacements. Elle donne une
surestimation de la charge critique. Pour remédier a ce probléme, on fait
recours a 1’analyse de la stabilité incrémentale.

L’analyse de stabilité non linéaire requiert la détermination du chemin
d’équilibre non linéaire en premier lieu, ensuite, la vérification de la
stabilité de chaque état d’équilibre.

DETERMINATION DU CHEMIN NON LINEAIRE

En analyse non linéaire, la procédure de recherche des solutions
itératives incrémentales utilise 1’analyse linéaire a toute nouvelle
configuration d’équilibre dans le chemin non linéaire.

Le principe des déplacements virtuels est alors utilis¢é de maniere
incrémentale pour établir 1’équilibre entre deux configurations successives,
en se basant sur la description Lagrangienne actualisée approchée DLAA.

Le principe incrémental des déplacements virtuels P.I.D.V peut étre
obtenu en prenant la différence du P.D.V écrit sur deux configurations
voisines. Ceci revient a trouver 1’accroissement du champ de déplacement
entre ces deux configurations.

© Université Mentouri, Constantine, Algérie, 2002.
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L’expression du PDV écrite par rapport a la

configuration 7" est :

n t= gtiy _t
sur y J't_ 10101 €AV =t Wy
etonasur y"*1 : If— 1S;.0[e;d'V = Wy (1)
YR .
o;; : Tenseur de contrainte de Cauchy.
¢j + Tenseur de déformation lincaire.
S ;j + Tenseur de contrainte Piola Kirchhof n°2.
e;j - Tenseur de déformation complet.

N &jj * Variation du tenseur de déformation a la date .

T
t "ext

Les grandeurs exprimées a la date 7 sont réécrites
comme suit :

: Travail virtuel des forces extérieures a la date 7.

7S; =1 Gy +" Sy S5 =48 )
Tey =12+ g ey =Ag;
tAt S, j : Accroissement du tenseur de contrainte de Piola-
Kirchhoff entre () et (¢t + At = 7).
,At e;; : I’accroissement du tenseur de déformation entre (¢)
et(t+At=r1).
La forme incrémentale est obtenue en faisant la

différence membre & membre des expressions (1)
= o= i= ti;
1, (5yoma + 45010+ 45,082, W7 = 4 (W) )
L’accroissement 4,e;; peut étre décompos¢ comme suit :
Aey = Agy +AE 4)

Agj; - partie lin¢aire, A€, 8 partie non linéaire.
La partie non linéaire est donnée par :
Atg*ij :%[Atﬁk,jAtﬁk,i] (%)
En introduisant la loi de comportement incrémentale du
matériau, on obtient :
AtSl] ijkl-AzEkl (6)
Cijki : coefficients d’élasticité.

On linéarise I’expression (3) en négligeant les termes
non linéaires contenant le produit de deux accroissements.
On obtient :

I’V( o; &Ig + Cz;klA5k15 5 )d V
(7)
=AW

ext

t— = i
jt’?tayc‘)‘Ath.d |14

La méthode des éléments finis conduit a une
formulation discrétisée des problémes non linéaires qui peut
s’écrire sous la forme suivante :

(K7 Jau} = {ap} ®
[K T] représente la matrice de rigidité tangente.

{Au} représente le vecteur des incréments des inconnues
nodales.

avec : (k7 ]=[Ko]+[Ko] 9)
[KO]: Matrice de rigidité initiale.

[Ko]: Matrice des contraintes initiales.

et [x°]= (18] [cTBlav
v

[B] : Matrice liant les déformations aux déplacements
nodaux.
[C]: Matrice de I’élasticité reliant les déformations aux
contraintes.

La matrice de rigidité élémentaire globale est composée
des contributions indépendantes des rigidités de membrane,
de flexion et de cisaillement transversal.

[KO]Z [Km]+ leJ+ [Kc]
[Km]:EA){[Bm ]T[Bm ]dx
- Vo

[Kc]zG){[Bc]T [Bc]dx

[K,, ] représente la matrice de rigidité de membrane.

(10)

avece :

|_KfJ représente la matrice de rigidité de flexion.

[K.] représente la matrice de rigidité de cisaillement.

Avec I:TDinertie de la section, 4 : la section de 1’é1ément.

et [ko]=[[6] [c]Gkv (11)
14

avec : M = [G]{Au} (12)

Ox
W : représente le déplacement transversal.

CRITERE DE LA STABILITE INCREMENTALE

Le critére de la stabilité est un critére énergétique. Pour
un état d’équilibre stable, 1’énergie potentielle totale atteint
un minimum pour tout déplacement cinématiquement
admissible (CA).

En analyse non linéaire, les caractéristiques de rigidité
de la structure sont non—linéaires. On résout ce probléme
en faisant I’hypothése de la linéarité des déplacements en
fonction du paramétre de charge A au voisinage d’une
position d’équilibre non linéaire.

Le déplacement peut étre linéarisé comme suit :

u' =u’ + Adu

Le critére de stabilité s’énonce :

5% = % [(cjui ey oz + 064,28, )dv>0,Yu C.A (13)
v

Le champ de contrainte résultant s’écrit :

o' ="+ 2o} (14)

Le développement mathématique du critére de stabilité
nous ameéne a un probléme de valeurs propres. Sous forme
discrétisé, le critére de stabilité prend la forme suivante :

[K JiAu}= o} (15)

avee :
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K=[([B, Y CB,)+ (0 |+ ario)] [By, D (16)
v
Ce qui revient a résoudre le systéme suivant :
det[xp ]+ a2K,]=0 (17)

METHODES DE RESOLUTION

L’étude de la stabilit¢t demande un algorithme
performant pour la détermination du chemin d’équilibre (la
courbe charge — déplacement). En raison de sa fiabilité et
rapidité, la méthode incrémentale itérative de Newton
Raphson est employée.

Pour cette méthode, le processus incrémental est associé
a une correction d’équilibre sur chaque incrément, en
utilisant un processus itératif. L’itération de Newton
Raphson exige le calcul d’une nouvelle matrice tangente a
chaque itération. Son aspect rigoureux en fait une méthode
trés sure, conduisant généralement a une convergence trés
rapide. Cependant, elle présente un inconvénient provenant
du calcul de la matrice tangente a chaque itération qui
nécessite un temps de calcul souvent élevé.

Pour cela, la méthode incrémentale itérative type
Newton Raphson est associée a des techniques de controle a
savoir :

- la technique de controle en charge imposée,
- la technique de contréle en longueur d’arc imposée.

La résolution du probléme de stabilité formulé sous
forme d’un probléme aux valeurs propres est effectuée par
’utilisation de la méthode des sous espaces, enchainant les
opérations suivantes :

- Choisir p vecteurs initiaux,
-Exécuter une itération inverse pour calculer simultanément
les p vecteurs de Ritz {g;} en résolvant ;

K Ya: §=[KoRau;}
& Jol=[kol{au; }

- Appliquer la méthode de Ritz pour chercher les vecteurs
propres dans le sous espace de Ritz,
- Tester la convergence de AA; et répéter, si c’est

nécessaire, les trois derniéres opérations.
VALIDATION
Introduction

La valeur de la charge critique est donnée pour I’analyse
de stabilité linéaire ainsi que pour I’analyse de stabilité non
linéaire, afin de faire apparaitre la différence.

La valeur de AA décroit jusqu’a atteindre un AL
solution qui tend vers zéro. Le passage a zéro de cette
valeur définit la valeur de la charge critique. Le
changement de la variation de A4 exprime la transition
d’un état d’équilibre stable a un état d’équilibre instable.

Il est & noter que dans cette analyse, la majorité des
exemples traités ont [’avantage d’étre symétriques.
Cependant, cette condition de symétrie n’est pas utilisée
pour permettre la manifestation du comportement
antisymétrique.

Par ailleurs, il est a signaler que seuls la premiére
charge critique et le premier mode ont une signification
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pratique. L’instabilit¢ par les modes suivants n’a
généralement que peu de signification, car le systéme aura
déja flambé a la charge critique la plus basse.

Arc de Williams

Il s'agit d'un arc composé de deux branches formant un
V renversé, trés surbaissé encastré a ses deux extrémités et
chargé en son centre par une charge concentrée P. Les
caractéristiques géométriques et mécaniques sont données a
la figure 1.

Y
E=103x 10’

RF0 386 2= 0,243

7 5=0,753

Figure 1: Arc de WILLIAMS [3].

La structure est modélisée par 4, 8 et 16 éléments. On
fournit, pour chaque modeéle, la valeur de la charge critique
pour les deux types d’analyse linéaire et non linéaire au
tableau 1.

Nombre Stabilité Stabilité non Rapport
d’¢élements linéaire Al | linéaire Anl Al | Anl
4 124.21 40,32-41 3.08
8 101.34 35,12-36 2.88
16 93.94 33,35-34 2.82

Tableau 1: Valeurs de la charge critique pour les deux types
d’analyse de stabilité.

On contrdle le processus incrémental itératif par les
deux techniques de pilotage qui présentent un nombre
moyen de 3 itérations par incrément. On vérifie que
I’instabilité est produite par point limite en charge imposée.
A ce niveau, la valeur de A4 passe par zéro pour la charge
initiale A; =1et ’annulation de la matrice de rigidité [K t]
correspond a ce point. Une meilleure facon pour faire
apparaitre ce qu’on vient de dire est de tracer les courbe
(44, p) et (44,4) (Fig. 2).

Pour p=A, la valeur de AAtend vers zéro. On peut

représenter également la convergence de la valeur de A
(charge critique) a la valeur de la charge appliquée au
niveau du point limite en tragant la courbe ﬂ(p)et la droite
A=p (Fig. 3).

En raison de la différence remarquable entre les deux
valeurs la charge critique linéaire et non linéaire, ces deux
valeurs ne sont pas représentées sur la courbe qui décrit tout
le chemin d’équilibre. On se propose de tracer une autre
courbe qui représente les valeurs de la charge critique
linéaire et non linéaire en fonction du nombre d’¢éléments
(Fig. 4).
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Figure 4: Valeurs de A pour les deux types d’analyse de stabilité
en fonction du nombre d’éléments.

On remarque que la valeur de la charge critique la plus
précise, celle déterminée pour 16 éléments, est nettement
supérieure a la valeur de la charge critique en stabilité
linéaire. La différence est donnée sous forme de rapports
des deux valeurs 2.82, soit 64.50% (Tab. 1).

On déduit que le recours au calcul de la stabilité non
linéaire répond a la satisfaction de la mesure sécuritaire des
structures.

Cet exemple représente un probléme de claquement
[10]; ce dernier n’a pas été détecté pour la valeur de la

charge initiale 4; =1. On se propose de changer cette
valeur, soit 4; =5. On constate que la détection de valeur
critique est considérée pour un A4 passant a zéro. A ce
niveau, le processus incrémental itératif est continu, mais
cependant, il ne peut pas décrire tout le chemin d’équilibre
parce que la zone instable n’est pas détectée.

Le changement de variation de A4 explique le probleme
de claquement. La représentation de la courbe AA(A) est
nécessaire pour illustrer le résultat (Fig. 5). On remarque
I’apparition de valeurs propres négatives (Fig. 6).

La figure 7 représente le comportement de tout le
chemin d'équilibre.

200 A
150 /
100 /
50
L :
O - T T T T
0 50 100 150 200 250
Figure 5: Courbe AA(A).
400 Al
200
o-/ A
200 400

Figure 6: Courbe AA(A).
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Figure 7: Les courbes P(w), A (w).
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Mat encastré

C'est une structure constituée par un mat encastré a une
extrémité et soumis a une charge de compression a l'autre
extrémité. Un défaut est donné a ce mat afin de pouvoir
initier le calcul en grands déplacements. Ce défaut est causé
par une charge parasite trés faible Po = 10 daN appliquée au
début du calcul seulement, et agissant latéralement a
l'extrémité libre du mat (Fig. 8).

On modélise la structure par 4 et 20 ¢léments. La
technique de pilotage employée est celle de la longueur
d’arc imposée. Le tableau 2 résume les résultats obtenus.

L=200cm
E =2,1.10° daN/cm?
A=7,6cm?
L 1=77,1971 cm®
Py =10 daN
Figure 8: Mat encastré [3].
Nombre Stabilit¢ | Stabilité non Rapport
d’éléments | linéaire A/ | linéaire Anl | Al /Anl
4 10113,76 10056.83 1.01
20 9990,11 9968.20 1.01

Tableau 2: Valeurs de la charge critique pour les deux types
d’analyse de stabilité.

La valeur de la charge critique calculée, en utilisant

I’équation différentielle de la ligne élastique, vaut :
_7’El
Per 42

Cette formule donne une valeur de la charge critique
Per=10000 daN.

On remarque que ce résultat est en excellent accord
avec celui fourni par I’analyse de stabilité linéaire qui est
un cas particulier de I’analyse non linéaire.

On constate que la charge critique est trés peu sensible
au nombre d’éléments finis considérés. La différence entre
les calculs avec 4 et 20 éléments est de 0.88 %.

On remarque que les deux valeurs de la charge critique
se rapprochent. Le phénoméne d’instabilité se produit par
bifurcation d’état d’équilibre.

On note également que la convergence est plus rapide
en controlant le processus incrémental itératif en longueur
d’arc imposée : 3 itérations par incrément, contre 4 a 5
itérations pour le contrdle effectué¢ en charge imposée.

La courbe analytique est tronquée afin de faire
apparaitre la détection de la charge critique (Fig. 9 et 10).

Cadre a section variable

Il s’agit d’un cadre a section variable, sollicité¢ par deux
forces verticales P aux nceuds A et B. Pour provoquer
I’instabilité, on a imposé une petite force horizontale
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Figure 9: Courbes P(w), A (w).

Mat encastré
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Déplacement U
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Figure 10: Courbes P(u), 4 (u).

H "
E=3x10" Ibfin® ﬁ;
: R
1™ 06" "
4, Gr2in 705
! H=0.0lkips

Figure 11: Cadre a section variable [19].

constante A = 0,01Kips aux points d’application de P. Les
caractéristiques  géométriques et mécaniques sont
représentées sur la figure 11.

Le cadre est modélisé par 9 éléments ; 4 éléments pour
chaque colonne et 1 élément pour la traverse. Cet exemple
est testé par le programme Finelg congu par Frey [11]. Ce
programme analyse les problémes de grands déplacements
des structures élasto-plastiques en régime statique.

Le tableau 3 résume les résultats obtenus.

La valeur de la charge critique, qui dérive de I’analyse
de la stabilité linéaire, est p.- = 178.2Kips [19]. L’analyse
de la stabilit¢ non linéaire effectuée par le programme
Finelg [19] donne une valeur de p.- = 164Kips.

On constate que la modélisation par des éléments a
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La charge | Stabilité Stabilité non Déplacement Rapport
initiale linéaire A/ | linéaire An/ P Al/2nl
5 177.94 175.09 0.66 1.02
10 177.94 170.47 0.24 1.04
20 177.94 162.26 0.099 1.10

Tableau 3: Valeurs de la charge critique pour les deux types
d’analyse de stabilité.

section constante augmente la rigidité du cadre. Cependant,
la valeur de la charge critique est pratiquement la méme,
soit une différence maximale de 6.34 %.

L’influence de la valeur de la charge initiale sur la
détection de la charge critique est peu sensible, soit une
différence maximale de 7.33 %. Cependant, nous
remarquons que le déplacement augmente avec la
considération d’une charge initiale faible, c’est-a-dire des
petits pas d’incrémentation. La lenteur du processus de
chargement influence donc le déplacement de la structure,
qui augmente d’une fagon remarquable.

Le choix de la charge initiale, opération menée par
I’utilisateur, est d’une importance primordiale. Le recours a
des petits pas augmente le déplacement au voisinage de la
charge critique.

On constate que le déplacement obtenu coincide avec
celui fourni par Spacone [19] au niveau de la charge
critique pour les valeurs de charge 20 et 10, soit une
différence maximale de 9 %.

Cadre a section variable (p = 20)

Arc de Harrison

1l s'agit d'un arc articulé aux extrémités et chargé en son
centre par une charge concentrée P. Les caractéristiques
géométriques et mécaniques sont données sur la figure 13.

La structure est modélisée par 8 éléments de poutres;
les deux techniques de contrdle du processus incrémental
itératif sont utilisées.

E =200
F =500
1=10
A=10’ ou 10*
L = 10000

5

Figure 13: Arc de Harrison [11].

Pour cet exemple, on dispose des valeurs des charges
critiques résultant des comportements symétrique et
antisymétrique. La solution analytique est donnée par
Harrison [11], et la solution numérique est donnée par Frey
[11] qui traite cet exemple en le modélisant par 4 éléments
de poutres courbes.

On discute I’effet de la symétrie, la modélisation des
arcs par des ¢léments de poutres droites et les rapports de
la stabilité linéaire a la stabilité non linéaire pour les deux
types de comportement.

Comme on I’a déja signalé, la condition de symétrie
n’est pas utilisée, du fait que la charge critique résultant
d’un comportement antisymétrique peut étre inférieure a

G SDIéﬁﬁnems o celle résultant d’un comportement symétrique. Afin de faire
60 = apparaitre la surestimation de la valeur de la charge
-~ Lambda o i1 e, 5 . .
40 — critique, on ne modélise que la moiti¢ de 1’arc circulaire de
20 — Finelg - Harrison par 4 éléments de poutres. Le tableau 4 résume les
0 . . , : : : , , résultats obtenus.
0 002 004 006 008 01 012 014 016 0.18 La modélisation de la moitié¢ de 1I’arc en imposant les
Déplacement U conditions de symétrie donne une surestimation de la
< charge de 19.1% pour A = 105 et 9.69% pour A = 10%. On
Figure 12: Courbes P(u), 4 (u). doit donc faire abstraction de la condition de symétrie.
Stabilité non-linéaire  Anl Stabilité linéaire A/ Rapport Al / Anl
Section Parametre de
contrdle Antisymétrique | Symétrique | Antisymétrique Symétrique Antisymétrique Symétrique
Charge 1805.46 2231.89 115 22
1 05 1mposee
Longueur 1837.5 2229.46 207746 4911.02 1.13 22
d’arc imposée
Charge 1232.41 1364.76 1.78 3.68
10 imposée
z‘f’ng‘?eur , 1281.68 1318.57 219341 5023.94 1.71 3.81
arc 1mposee

Tableau 4: Valeurs de la charge critique pour les deux types d’analyse de stabilité.
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La confrontation des résultats obtenus a ceux donnés par
Frey [11], qui modélise cet arc en élément de poutres
courbes, montre que I’approximation faite par la
modélisation en élément de poutres droites est acceptable.
Cette déduction est justifiée par le calcul de la différence
maximale entre les résultats obtenus et ceux donnés par
Frey [11], soit une différence maximale de 6.54% (Fig. 14,
15 et 16).

La structure perd sa stabilité pour une charge critique 4
fois inférieure a celle donné par un calcul linéaire (Tab. 4).
Ce résultat justifie la nécessité d’un calcul non linéaire.

Arc de Harrison (A = 100000)

2500
o 2000T —
B
% 1500 DLAA -
— 8 éléments
g 1600 —4 Lambda
[v]
o =00 — Harrison

0 1 T T T T T 1 T

0] 50 100 150 200 250 300 350 400

Déplacement W

Figure 14: Courbes P(w), A (w).

Arc de Harrison (100000) (symétrique)

3000

8 2500 !
§ 2000 &\l._.l/'/-l‘ : —
(3)15(1) A// ¢ DLAA a
g / 4 éléments
& 1000 A lambda [
i — Harrison
0 T T T 1 T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Déplacement W

Figure 15: Courbes P(w), A (w).

Arc de Harrison (A = 10000)

1400 — —F
§1(2)88& N\, Bl e
£ 800 N\ —4 Lambda /
- I \, | — Harrison ]
o 600 “, \ L
2 400
& 200 4 \ /

0 . , N/

200 200 400 600 \_ 800 /1000 1200

=00 ~—

-600

Déplacement W

Figure 16: Courbes P(w), A (w).

CONCLUSION

Cette étude est une contribution au calcul non-linéaire
géométrique et de stabilité incrémentale des structures. Les
résultats obtenus permettent de constater que la
convergence est rapide en contrdlant le processus
incrémentale itératif en longueur d’arc imposé¢ (3 a 4
itérations par incrément). On bénéficie d’un gain
appréciable du temps de calcul et d’une précision
satisfaisante. Le pilotage en charge imposée nécessite plus
d’itération. L’approximation faite par la modélisation des
arcs par des éléments de poutres droites est acceptable, ce
qui met en évidence 1’efficacité de 1’élément fini développé.
Au niveau du point limite, la détection de la charge critique
correspond au point ou la matrice de rigidité s’annule. Au
niveau de ce point, A4 passe a zéro. Le changement de
variation de AA aprés son passage a zéro exprime la
transition d’un état d’équilibre stable a un état d’équilibre
instable.

L’abstraction de la condition de symétrie permet la
manifestation des modes antisymétriques et répond a la
mesure de sécurité des structures. L’emploi de 1’analyse de
stabilité linéaire pour des structures fortement non-linéaire
s'effectue au détriment de la sécurit¢ des structures. Le
recours a I’analyse de la stabilité incrémentale est donc
motivé par la satisfaction de la mesure sécuritaire des
structures.

NOTATION

Eij : Tenseur de contrainte de Cauchy.

.s_'l.j : Tenseur de déformation linéaire.

S i : Tenseur de contrainte Piola Kirchhof n°2.

Eij : Tenseur de déformation complet.

o tt E[/ : Variation du tenseur de déformation a la date ¢.

;Wm : Travail virtuel des forces extérieures a la date 7 .

tAt S i . Accroissement du tenseur de contrainte de Piola-
Kirchhoff entre (¢) et (¢+ At = 7).

tAt _l.j : Accroissement du tenseur de déformation entre () et
(tHA=1).

Cijk1 € Coefficients d’¢élasticité.

[K T ] : Matrice de rigidité tangente.

[B] : Matrice liant les déformations aux déplacements
nodaux.

[C ] . Matrice d'élasticité reliant les déformations aux
contraintes.

[K,]  : Matrice de rigidit¢ initiale.

[KG] : Matrice des contraintes initiales.

[K m ] : Matrice de rigidité de membrane.

[K fJ : Matrice de rigidité de flexion.

[K . ] : Matrice de rigidité de cisaillement.

w : Déplacement transversal.
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