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COUPLAGE DES SOLUTIONS ANALYTIQUE ET NUMERIQUE
POUR UN CALCUL DE CHAMP ELECTROMAGNETIQUE
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Résumé

L’utilisation de la méthode des éléments finis s’avére encore lourde pour la modélisation de
structures qui font intervenir le mouvement ou les problémes dits évolutifs tels ceux ou apparaissent
les courants induits. Pour ce dernier type de cas, outre les inconvénients liés au temps de calcul,
I’adaptation de la taille des éléments du maillage a la profondeur de I’effet de peau est nécessaire, ce
qui est a I’origine de complications supplémentaires des algorithmes de calcul. Dans cet ordre d’idées,
plusieurs contributions ont été proposées dans la littérature pour associer aux Eléments Finis d’autres
méthodes de calcul développées dans certaines régions du domaine d’étude afin d’augmenter la
souplesse et I’efficacité des modéles.

Les auteurs présentent, dans cet article, une solution mixte alliant les approches analytique et
numérique du champ électromagnétique dans un dispositif axisymétrique tenant compte des courants
induits. Une nouvelle approche est présentée pour la réalisation du couplage des deux solutions
analytique et numérique.

Mots clés: Electromagnétisme, courants induits, axisymétrie, solution analytique,
éléments finis.

Abstract

The use of finite element method is still heavy for modeling structures, which involve moving
parts, or so-called evolutionary problems such as in which appear induced currents. For this last type
of case, besides inconveniences bound in time calculation, the adaptation of mesh element size to the
depth of the skin effect is necessary. This is up to supplementary complications of calculation
algorithms. In this order of ideas, several contributions have been proposed in literature to associate to
finite element other calculus methods developed in certain regions of the survey domain in order to
increase the suppleness and the efficiency of models.

The authors present, in this paper, an analytical-numerical mixed solution of electromagnetic field
in an axisymetric device, which takes into account, induced currents. A new approach is presented for
coupling both the analytical and numerical solutions.

Key words: Electromagnetic, induced currents, axisymetry, analytical solution,
finite elements.
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Sur une structure axisymétrique composée d’un ensemble induit-

inducteur, telle que représentée sur la figure 1, la région conductrice
constituée de 1’induit, siége des courants induits, est exclue du maillage.
Une solution analytique y est développée puis couplée a la solution
Eléments Finis élaborée sur le reste du domaine d’étude a travers la
frontiere de couplage appelée 7 sur la figure 1. Ce couplage est réalisé
par la prise en compte, lors de la résolution, de 1’apport de la solution
analytique en tant que terme de fronticre de type Newmann non

waidle homogeéne.
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Dans le cas d'une alimentation

sinusoidale, 1'équation (2) se simplifie en:

0.
@(ZQ(rA¢)j+£(%a—i¢J—jwo—A¢ =0

or\ r or 7)

Le calcul de la solution analytique dans
l'induit est fait en procédant a la séparation
des variables r et z, et en utilisant le principe
de superposition par la décomposition des
conditions de frontiére de l'induit tel que
représenté sur la figure 2.
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Figure 1: Maillage du dispositif étudié.

L’assemblage de cette équation sur le domaine de

résolution aboutit au systéme matriciel:
[CL.[AJ-[BI=[F] (3)

[C] est la matrice de raideur;
[A] estle vecteur des potentiels inconnus;
[B] est le vecteur résultant de la condition JA/ch sur la
frontiére;
[F] estle vecteur des sources du champ.

Les termes élémentaire sont calculés par:

Gj= yIIV(%)V a ;.drdz
Q

F=J [a;.drdz €
ron

Les éléments du vecteurs [B] sont non nuls sur la
frontiére de coulage des solutions analytique et numérique.
Pour leur évaluation, 1’établissement de la forme de la
solution analytique et de sa dérivée normale sur la frontiére
I est nécessaire.

SOLUTION ANALYTIQUE DANS L’ INDUIT

Différentes méthodes sont présentées dans la littérature
pour la résolution analytiques des équations elliptiques ou
paraboliques de type Laplace ou Poisson. Nous adopterons
celle dite a séparation de variables.

Le champ magnétique dans l'induit est régi par
1I’équation de diffusion :

Ad-o oA =0 %)
& ot
qui s'écrit dans un systéme de coordonnées cylindriques:
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Les solutions des problémes (a) et (b) sont données par:

(@) Aip(r,2)= Y (D1, Sh(B1,2) +D2yy Sh(S1,2)) )1 (M) (8)
n=0

< . nzw nrw
(b) Am(r,z):g[gln.smz—bzwzn.cosz—sz.Jl(zZH) )

ou A, A, P et [ sont des constantes de séparation
calculées par:

Aan == P = 2 -k

2
kK =—jooy..... Ay, = k2+(Mj
J WO 2n 2b
a et b sont respectivement la largeur et la hauteur de
I’induit, J; est la fonction de Bessel de premicre espéce, et
D, Dai, By et Bo; sont des constantes d'intégration.
La solution générale s'écrit alors sous la forme:
Ay (r,2)=A,,(r,2)+ Ay, (r,2)=

0

Z(Dln sh(By,2)+D,, ~Ch(/31nz))-J1 (A

n=0
i[Bln sin ﬂz+B2n .cosﬂz}J1 A2)
r 2b 2b

Ses projections sur les fronti¢res du domaine géneérent le
systéme:

(10)
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2 (D, Sh(B, b) + Dy .ch(B,, b)) (A1) = 4
2(— Dy, sh(B, b)+ Dy .ch(B, D) () =4, (11)
2(31”.911 ’Eb z+B,, cos )Jl(ﬂ2 r)=4,

A4 et Al' sont des fonctions inconnues qui ne dépendent que
de la variable r, et A, une fonction qui ne dépend que de la

variable z.

CALCUL DU TERME 6A/on

La variable d’étude en coordonnées axisymétriques
etant A=r4,

04 6

, on peut calculer:
o(r.4 o(r.4
_ (rd,)  ordy)

on 4p)= o T &
que ’on calcule a partir des expressions:

(12)

i(DlnSh(ﬂan)_'_DZn Ch(ﬁlnz))ﬂ ﬂ’ln JO (llnr)_'_
n=1

2 (13)
n=1
i(DlnCh(ﬂlnZ)_DZnSh(ﬂan))'ﬂlnrJl (/Ilnr)+

n=l

(Blnsm2 z+anc052b jr.ﬂZn.JO(lznr)
oa_
Oz

0

nrw nw nrw
Z b z—B,,sin— % zj rJ (Ay,7) (14)

B, cos—
2b

COUPLAGE DES SOLUTIONS

Le couplage est assuré par la résolution de 1’équation
(3) qui tient compte de la solution analytique en tant que
terme de frontiére pour la solution Eléments Finis.

Dans [I’équation (3), les ¢éléments du vecteur [B]
dépendent des coefficients D,, ,D,,, B, et B,, intervenant
dans la solution analytique et sa dérivée normale.

Appelons [Asz] le vecteur des coefficients inconnus et
dont la dimension est déterminée par le nombre de termes
retenus pour assurer la convergence des séries de Fourrier-
Bessel (11):

[As] = [D11...Din Da21...D2n Bi1...Bin B21...B2n |
Le vecteur [B] peut alors étre mis sous la forme:
[B] =[W].[A3]
On peut alors écrire 1'équation (3) sous la forme:
[CLIAI-[W].[As]=[F]
qui peut se décomposer en:

& ElJe oL}

Gy Cp
ou on désigne par l'indice 1 les noeuds compris dans la
région concernée par le calcul numérique Eléments Finis, et
par l'indice 2, ceux situés sur la frontiere de couplage des
solutions analytique et numérique.

(15)

(16)

s (17)
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L'équation (17) peut se mettre aussi sous la forme:

47 TR
Cll C12 0 4. = F 18
B s (18)
21 22 A3 0

CONSTANTES D'INTEGRATION

Les équations du systeme (11) indiquent que Di,, Dy,
Bi1, et By, représentent les coefficients des expansions en
séries de Fourrier-Bessel des conditions de frontiéres A(r),
A'1(r), et Ax(z). Ils peuvent étre calculés par:

2 j r. A (A, 1)
" e
2f A\ (A
0 Jada)F (19)
B, = Tj Ay sin A% 2.dz
B, =% 2[4, cos A% z.dz

Le calcul analytique de ces intégrales est possible si I’on
admet une forme de variation des potentiels 4, A4 et 4,.
Le couplage des solutions est alors assuré par le calcul des
séries de Fourrier (13, 14) permettant le calcul de la dérivée
normale (12), dans chacun des nceuds de discrétisation de la
frontiere de couplage /[1] (Fig.3).

Figure 3: Discrétisation de A1, A'1 et Aa.

Pour notre part, on approchera les potentiels 4, 4" et
A4, par les fonctions d’approximation Eléments Finis
calculées a partir des potentiels des nceuds situés sur les
frontiéres de couplage. IIs sont calculés par:
nbr( . _
Ai(oud )= z
=\ Ti+1 71

iq1—r
t_Al.J
i1 —h

z Aij
Zj

Le calcul des intégrales (19) donne alors:

A+
(20)

nbz

h=Y

o

zZ—Z

zo 4 —
Ai+1+ i+1

Zi+l —Zj Zi+l —
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n exprimant la dépendance de [A3] vis-a-vis de [Az] et
Biy =Y Sul4ifi + A f5) (21-a)  calculés par les relations (19).
=1 Le systéme d'équation (18) peut alors étre augment¢ en:
n
Bon =Y SulAif 1+4i1.12) (21-b) c, G, 014] [R
i=1
avec: G Gy W4 |=F (23)
s 0 K I || 4 0

- 1
no2bJ(A,a) 2, —2,) ' o
5 dont la résolution permet aussi bien le calcul des valeurs
fi= 2bh lsin % . _sin %, . nodales recherchées du potentiel vecteur que celui des
20 ! 26 coefficients inconnus de la solution analytique.

2b
+(zp01 - 2; )(—j co{% zij MISE EN CEUVRE DE LA METHODE
nrw
2 Pour la mise en ceuvre de la méthode proposée, nous
_ 2 P (I (/2 avons construit un code de calcul capable de prendre en
f2 - | sm Zi41 —Sm Zj . £z .
nr b 2b charge les approches numériques par éléments finis, le
2b nr calcul analytique ainsi que leur couplage par l'intermédiaire
+ (Z i—Z ,+1{ ] COS( z Hlj du terme frontiére en 24/ch dans la solution numérique. Le

code construit est réservé aux structures axisymétriques. 11
' 25 )2 nr nr ‘Fient compte deg non linéarités du circuit magnétigue et
Sr={—| {cos—-z; —COSEZM intégre les équations des deux modéles magnétostatique et

nw . . .
magnétodynamique. Sa structure globale est donnée sur la

+(zi01 -2 20 ol 7 z; figure 4.
nr 2b
fH= 2 cosZ ;. —cos2Z ;
2 nr) 2b i+l 26 7! Lecture des données
2b\ . (nrx
+(Zi ~Ziy P sin Z_bz”l
Maillage
a —y a +y I
D =_-n_“An_ et D, =—n"An_ 21-c,d
tn " 2sh(p,.b) 2n— 2sh(f3,.b) ( ) Propriétés physiques
avec : Conditions de frontiére

nh
oy =, [%J (4751 ATy — 1)+ Ao(T = 1. 0011 )] !

iz i Détermination des matrices:
- des coefficients de la solution analytique;

nb. k ; . -
— n - di llage El ts Finis.
An = ZI:[ 3 J[Af(rm-ﬂwll _12)+ Ai+1(lz = 1Ay )] s - enllen o
= n
nh et nb représentent respectivement les nombres de nceuds Formation du systéme global
sur les parties haute et basse de la frontiere de couplage,
avec:
2m+3 2m+3 Résolution
m wli m whi
. Y (21;1} . (ﬂlz J l
I = 4(2 - o
LS ema 3 mim 1) amoQm+3)m!(m+1)! Exploitation
2
b= (i P i)~ G I ) 1
Post processeur

S P P

Ces relations font apparaitre une dépendance des
¢léments du vecteur [A3] en fonction de ceux des potentiels
nodaux [Az].

Figure 4: Organigramme des codes construits.

APPLICATION
[As] = [K]. [A2]
ou encore: Le modéle que nous avons construit est appliqué a un
[1]. [As] -[K]. [A2] =0 (22)  dispositif axisymétrique induit/inducteur tel que représenté

ou [I] est la matrice diagonale et [K] celle des coefficients  sur la figure 1. L'induit est caractérisé par une conductivité
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électrique de 3.5¢7 et l'inducteur est alimenté de maniére
sinusoidale. La figure 5 montre le tracé des lignes de champ
sur une partiec du domaine d'étude faisant un zoom sur la
surface de l'induit et de 1'inducteur.

Figure 5: Tracé des lignes de champ.

Densité de courant induit et puissance dissipée:
La densité des courants induits est donnée par:

04

Jind =0k =-0 (24)
ot
qui donne, pour une alimentation sinusoidale:
Jyg = 7oA
Nz
= _ij(DIHShwlnz) + DZnCh(ﬁan))Jl(/’ilnr) (25)
n=1

nk
= +’1Z=:1(Blnsm ﬁ z+ DanOS% szl(ﬂznr)

Les figures 6 et 7 représentent les variations de la
densité de courant dans l'induit respectivement en fonction
des paramétres r (rayon) et z (hauteur) et comparent les
résultats donnés par notre modele a ceux donnés par le
logiciel de calcul par éléments finis Pdetool de Matlab.
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Figure 6: Variation de Jinq avec .
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Figure 9: Densité de puissance en fonction de la hauteur.
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La densité de puissance dissipée est donnée quant a elle
par l'expression:

2
P(r,2) =L =00’ 4
o

- —aa)znzzl(plnsh(ﬁqnz) + Dy ch(B,2) )\ (A,) (26)

nk

Les figures 8 et 9 montrent les variations de la densité
de puissance dissipée dans 1’induit en fonction du rayon r et
de la hauteur z.

2
[B] ,sin % z+ Dzncos% z]Jl(Zznr)J

CONCLUSION

Nous nous sommes intéressés a la formulation d'un
modéle de résolution analytico-numérique dans les
dispositifs ~ d'actionnement  ¢électromagnétique.  Cette
approche vise notamment a soulager les lourdeurs du
maillage Eléments Finis, essentiellement en présence de
I'effet de peau.

L’intérét de notre approche consiste en I’intégration du
calcul des coefficients de la solution analytique a I’intérieur
du systéme généré par le maillage Eléments Finis. Outre le
fait de se passer de toute hypothése admise a priori sur la
nature et la valeur du potentiel sur la frontiére de couplage,
cette approche évite de recalculer les sommes des séries
(11, 13, 14) en chacun des points du maillage de la frontiére
de couplage 7

Afin de permettre la mise en ceuvre de notre approche,
un code de calcul a été développé. Celui-ci permet, outre
les fonctionnalités offertes par les logiciels Eléments Finis
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standards, de tenir compte de la solution analytique a
travers le calcul du terme A4/ch sur les frontiéres de
couplage.

Une application du modéle proposé a un probléme
typique du chauffage par induction a ensuite été¢ faite et a
permis d'en vérifier la validité par une comparaison
notamment des résultats obtenus avec ceux donnés par le
logiciel de calcul numérique par éléments finis Pdetool de
Matlab.
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