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INTERPRETATION DU MODELE LOGISTIQUE
A RAPPORT CONTINU EN TERME DE DISTRIBUTION
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Résumé

L’objectif de ce travail est consacré principalement a la présentation de deux
modeles logistiques a rapports continus pour une variable réponse ordinale a ¢
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La régression logistique connait de nos jours un usage croissant en
épidémiologie [1,2], objectivée par son intégration récente dans
certains logiciels statistiques tel que les logiciels SAS et BMDP [3], cette
modélisation statistique permet d’estimer I’effet des facteurs de risques
sur la maladie et évaluer ’existence d’une relation entre maladie et
exposition [4].

Le but de cet article est de rappeler les deux modéles logistiques a
rapport continu [5] puis de commenter leurs interprétations, en terme de
distributions, dans le cas ou les classes de la variable expliquée peuvent
étre considérées comme provenant de la partition de D’intervalle de
variation d’une variable aléatoire sous-jacente continue.

MODELE LOGISTIQUE GENERAL

Le modele logistique général exprime le logit correspondant a une
variable réponse binaire Y qualitative en fonction des variables
explicatives X, qui peuvent étre qualitatives ou quantitatives [1,6], il est
défini par :
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FORMULATION DES LOGITS POUR UNE
REPONSE ORDINALE A c CATEGORIES

Les modéles logistiques a étudier expriment le logit
correspondant a une variable réponse a c catégories
ordonnées (¢ > 2) en fonction de variables explicatives
[5,10].

Ces logits utilisent les probabilités 7z que la variable
réponse Y appartienne a la j*™ catégorie avecj=1,...,c.

Le premier mode¢le est défini par :

7 i
Lj =logJ—Jr avec j=l,...,c-1

72'1 +... 47T
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Le deuxiéme modele est donné par :
T

Lj =log / avec j=l,..,c-1
7Z'j+1 +...+7Z'C
' . ﬂ'j
L ; apparait comme le logit de
Tt AT,

Soit X un vecteur de k variables explicatives, le modéle
général conditionnellement a X est donné par :

L (X)=a;+f X
ou £’ un vecteur de paramétres inconnus (f;... 5) & estimer
ainsi que les ¢, j=l1,....c—1.
On utilise les modéles de régression logistiques a
rapport continu dans le cas de I’analyse des données
ordonnées discrétes et dans les données de survies [11,12].

ESTIMATION DES PARAMETRES DU MODELE
LOGISTIQUE

Les paramétres du modéle logistique général peuvent
s'obtenir a partir de (c-1) régressions logistiques en
comparant les sujets d’une catégorie a ceux des catégories
supérieures.

On montre que les résultats sont asymptotiquement
équivalents a ceux d’une analyse unique [13,14].

Cette approche se fait en utilisant un logiciel de
régression logistique pour I’analyse des données binaires .

L’estimation des paramétres dans le mod¢le logistique
général [12] :

L;(X)=a;+8 X
se fait par la méthode du maximum de vraisemblance
[2,15].

Le principe de la méthode du maximum de

vraisemblance est de choisir pour estimateurs de « et S les

valeurs qui rendent V' la vraisemblance de I’ensemble des
observations maximum [2].

TEST DE SIGNIFICATION DE PARAMETRES

Le test de signification des paramétres utilisé dans
I'hypothése portant sur la nullit¢ d'un ou plusieurs
parameétres du modele logistique général est le test du log
du rapport des vraisemblances, dans le cas des variables
explicatives catégorielles [13], le test est analogue au test
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du % 1l s'interpréte de la méme maniére en termes
d'indépendance  conditionnelle entre les variables
explicatives et la variable réponse [16,17].

Le logiciel statistique utilisé pour vérifier la validité de
cette hypothese est le BMDP [3].

INTERPRETATION DES MODELES LOGISTIQUES
AVEC VARIABLE REPONSE ORDINALE

Dans ce paragraphe, les hypothéses du modéle
logistique sont explicitées en termes de distribution de la

variable réponse Y conditionnelle aux variables
explicatives.
Deux modéeles particuliers  seront  considérés,

correspondant au logit a rapport continu [5,6].

Définitions et notations

La wvariable expliquée Y, pour laquelle ¢ classes
ordonnées sont définies, est supposée étre en réalité
continue; les différentes classes constituant une partition de
son intervalle de variation. Cette situation correspond a la
plupart des cas rencontrés en pratique.

En notant ao < a; <,....,< a. les limites (observées ou
non) des c¢ intervalles contigus adjacents ou Y prend ses
valeurs, la probabilité que Y appartienne a la classe j sera :

a :Pr(aj_l <Y<aj)

et la fonction de répartition de Yen a; (j =1,...,c) s'écrit :

F(aj ):Pr(YSaj )=m +.T

Soit X une variable explicative quantitative ou
qualitative. Les calculs sont effectués ci-dessous avec la
seule variable explicative X mais seraient inchangés si
d'autres variables étaient incluses dans le modéle.

La fonction de répartition de Y conditionnelle a X en
Y=a; est:
Fx(aj):Pr(YSaj/sz)

et Sx (aj)=1-Fx(a;) est la fonction de survie correspondante.

Les modéles logits a rapports continus

Dans ce paragraphe, la démarche consistera a trouver la
limite continue du mode¢le discret défini pour les variables
catégorielles.

Deux modéles différents a logits a rapport continu,
peuvent étre envisagés. En notant :

pj=Prl(a;<¥<a; )(Y>a,)]

et P =Pr[(aj<YSaj+1)/(Y<aj+1)]

ils expriment le logit de p; ou de p’; conditionnels a X=x
sous la forme :

Ljx)=a;+f

L'interprétation présentée concerne la limite du modele
lorsque a;+1 tend vers a; pour tout j (et ¢ tend vers l'infini),
c'est-a-dire lorsque ce sont les réalisations de la variable
continue Y, qui sont observées [11,18].

Dans ce cas :



Interprétation du modéle logistique a rapport continu en terme de distribution.

p;=Pr(a;<Y<a;,)/S(a;)
tend vers f(a;)/S(a;)dy=A(a;)dy

ou A (a;) est par définition la fonction de "risque instantané”
de Yena,.
De plus (1-p;) tend vers 1.

De la méme fagon :
pi=Pr(a;<Y<a;.,)/F(a;)
tend vers fla;)/F(a;) dy ou fla)) est la densité de probabilité
de Yena,.
De plus, (1-p) tendent vers 1.

Soient x; et x» deux valeurs prises par X et telles que x1<
x> ; en conditionnant par rapport a X, les deux modé¢les
limites s'écrivent respectivement :

xX(a; fx(a ;
M Mdy:exp(a/ + )
Sx(a;) ‘

Fx(a;)

dy=exp(a; + fix) et

En écrivant le premier modéle pour x; et pour x, on
obtient :

fxz(aj)d =fxl(aj)
sz(aj) le(aj)
Soit aprés intégration :

sz (a] ): {le (a] )}Cxpﬂ(XZ 'xl)

dy.expf(x,-x1)

Le deuxiéme modéle conduirait de méme a :
Fx, (aj):{Fxl (aj)}eXpﬁ(xz-x‘)

Chacune de ces deux expressions définit une relation
particuliére entre les distributions de Y conditionnelles a x;
eta xo.

Le premier modéle est connu sous le nom de "modele
de risques instantanés proportionnels” ou modele de Cox
[4] et il est couramment utilisé dans les études de survie.
Un cas particulier de ce modéle est celui ou :

S, (v)=exp{-Avexp(fx)}

correspondant a une distribution exponentielle pour la
distribution de Y conditionnelle a X.

Nous avons pu trouver une famille de distribution
satisfaisant le deuxiéme modéle : cette famille comprend la
distribution de Pareto dont la densité et la fonction de
répartition sont les suivantes :

t t
F (y)=y—t=(1j
k

_t
f(y)—kly ’

En effet, en écrivant :

a texpfx, texpfx,
J 4j
Fxl(aj):[ . J , sz(aj):( k J

le modeéle est vérifié.

En conclusion, pour choisir entre ces différents modeles
on pourra tenir compte de ces résultats selon les
informations a priori dont on dispose sur la distribution de
la variable Y et la facon dont elle varie selon les catégories
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de la variable explicative.

Selon les informations de I'étude qu'on posséde on peut
choisir les mode¢les a rapport continu si, entre les différentes
catégories de la variable X la variable Y subit un
changement d'échelle.

Si la réponse est considérée comme réellement
qualitative, ce modéle a une interprétation bien adaptée aux
processus unidirectionnels . La probabilité d’étre au stade j
d’une maladie sachant que le stade j-1 a été dépassé.

Thomson a utilisé ces logits dans les modéles de
I’analyse discréte (survival — time data) [18].

Fienberg et Masson ont utilisés le logit a rapport continu
dans les modéeles (age -période - cohorte) [11].

CONCLUSION

Le but de ce travail est d'interpréter les différents
modeles en terme de distribution de la variable expliquée
conditionnellement aux variables explicatives.

Le modéle a rapport continu convient mieux si ces
distributions se déduisent 1’une de 1’autre par changement
d’échelle.
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