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Résumé 

Dans cet article, nous discutons le mouvement d’une particule de spin 0 décrite par 
l’équation Duffin Kemmer Petiau (DKP) et se déplaçant sous l’effet combiné de trois 
potentiels à deux dimensions : les potentiels Aharonov Bohm et de Coulomb (ABC) sont 
analysés. En considérant d’abord le potentiel de Aharonov Bohm (AB) seul et ensuite le 
potentiel de Coulomb (C), les spectres d’énergie ainsi que les fonctions d’onde ont été 
déterminés.  

Mots clés: Spin 0; Potentiel Coulombien; Potentiel Aharonov Bohm ; Equation 
Duffin Kemmer Petiau (DKP). 
 

Abstract 

In this article, we discuss the interaction of particle of spin 0 with a potential Aharonov 
Bohm Coulomb (ABC) at two dimensions by the application the Duffin Kemmer Petiau 
(DKP) equation. The spectrum of energy and its dependence with the strength of the 
potential Aharonov Bohm (AB) and the parameter of the Coulomb potential is analyzed. 

Key words: Spin 0; Potential Coulomb; Aharonov Bohm potential; Duffin Kemmer 
Petiau equation (DKP). 
 
 
 
 

ous nous proposons dans ce travail de solutionner l’équation Duffin 
Kemmer Petiau (DKP), équation d’onde relativiste de premier ordre 

similaire à l’équation de Dirac, pour une particule de spin 0 se déplaçant 
sous l’effet combiné de trois potentiels Aharonov-Bohm-Coulomb. Le 
potentiel de Coulomb étant le plus connu puisqu’il se rapporte aux 
problèmes de champs centraux. Récemment, le mouvement d’une 
particule de spin 1/2 dans un potentiel Aharonov-Bohm-Coulomb à deux 
et trois dimensions a été étudié [2,3]. Dans le présent travail, nous 
reprenons l’étude mais cette fois-ci pour des particules de spin 0 se 
déplaçant dans un potentiel de Aharonov-Bohm (AB) [1] et de Coulomb à 
deux dimensions en utilisant l’équation Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) 
équivalente à l’équation Klein-Gordon(KG) [5]. Physiquement, le 
système Aharonov-Bohm-Coulomb peut être généré respectivement par 
un flux   et par des sources extérieures. Nous étudions ce problème 
d’abord en considérant le potentiel AB seul et ensuite nous lui ajoutons le 
potentiel de Coulomb. Pour les deux cas, les coordonnées polaires  ,r  

ont été utilisées. 
 

ASPECT THEORIQUE DE L’EQUATION  DKP 
 

L’équation DKP est la suivante [5]: 

  02   
 ci             (1) 

Dans le cas des bosons scalaires où vectoriels de masse  , l’équation 

DKP relativiste libre s’écrit comme suit : 

          
t

icc






 02p        (2) 

où les variables internes  avec  3210 ,,, , ici des matrices, satisfont 

aux relations suivantes [4,5] : 
  gg           (3) 
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  ملخص
في ھذا المنشور, تطرقنا وناقشنا موضوع تفاعل 
جسیمة نسبیة ذات سبین صفر مع كمون اھارونوف بوم 

بتطبیق  وھذا (Aharonov-Bohm-Coulomb) كولوم
. )Duffin  Kemmer Petiau)دیفان كیمار بسیو معادلة

فى فضاء دو بعدین. عدة نتائج مھمة وجدت ومن 
 شدة وطویلة الكمونأبرزھا تعلق الاطیاف الطاقویة ب

وبوسائط الكمون  (Aharonov-Bohm)اھارونوف بوم
 الكولومبى.

: جسیمة ذات سبین صفر, الكمون  الكلمات المفتاحیة
 (Aharonov-Bohm) الكولومبى, كمون اھارونوف بوم

  .(Duffin-Kemmer-Petiau)دیفان كیمار بسیو معادلة
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où g  est le tenseur métrique de l’espace temps de 

Minkowski. Rappelons que les matrices  ont deux 

représentations irréductibles non triviales: 
 L'une de dimension 5 correspondant aux particules de 
spin 0. 
 L’autre de dimension 10 correspondant aux particules 
de spin 1. 

Dans notre cas, nous nous limitons aux particules de 
spin 0 placées dans un potentiel Aharonov-Bohm-Coulomb. 

Les matrices   ont la forme suivante [4]: 
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où 0et  00 ,̂
~

sont des matrices nulles de dimensions 

33et  2232  ,  et 
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L’état dynamique de système   est un spineur de 

dimension 5 qui s’écrit  
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Pour une particule de spin 0 qui interagit avec un 
potentiel Aharonov-Bohm-Coulomb à deux dimensions, 
l’équation (1) se généralise comme suit 

  qVEc
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q
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 02ABp     (8) 

où AB et V avec 
r

qk
V   sont respectivement le potentiel 

Aharonov-Bohm et le potentiel coulombien supposé 

attractif. En utilisant les définitions des matrices β , 

l’équation (8) se réduit à un système d’équation comme suit 
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avec M, N et K définies par les relations suivantes : 
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Un calcul simple donne une équation différentielle pour 

la composante  comme suit : 
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222

2
2 































cqVE

c

q
-c       (11) 

 
SOLUTION DE L’EQUATION DKP 

 
Particule de spin 0 dans un potentiel 
Aharonov-Bohm 

Le potentiel Aharonov Bohm a pour composante 
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ABz  =  0.  
La constante   correspond aux flux magnétique de 

Aharonov-Bohm. Comme premier résultat, la composante 
A3 s’annule. L’équation (11) peut être écrite sous une autre 
forme comme suit 
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que l’on écrit aussi 
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où l’expression du potentiel Aharonov-Bohm dans les 
coordonnées polaires est 
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Posons que 
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où 00 m  avec 
q

hc
0  ; le flux magnétique 

d’Aharonov-Bohm   est un multiple du flux 
magnétique 0 . L’équation DKP devient alors 
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Ecrivons  de l’équation (17) comme un produit du 

deux solutions séparées : une radiale et l’autre angulaire. 
Alors 

      rR,r             (18) 

La partie angulaire suit l’équation différentielle 
suivante: 
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La solution est de la forme: 

    0mmie            (20) 

On écrit donc: 

      0mmierR,r          (21) 

Concernant la partie radiale, elle est régit par l’équation 
suivante: 
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Soit 
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 avec m0 est un entier 

et 10  .  
Dans ce cas, on considère que le flux es une quantité 

non entière de 0 .Posant que 
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L’équation différentielle de la partie radiale est alors 
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Faisant un changement de variable rkz  , l’équation 

(24) est donc: 
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L’équation (25) admet comme solution les fonctions de 
Bessel  krjm  et on écrit alors 

   krjNrR m             (26) 

avec N est la constante de normalisation.  La composante   

d’après l’équation (21) s’écrit: 

     
 0mmi

mm ekrjN,r 
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Le spineur total est donc: 
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Ce spineur peut aussi s’écrire d’une autre façon comme suit 
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L’énergie total sera alors: 

  422 cckE             (30) 

Cette dernière a la forme de l’énergie d’une particule 
relativiste mouvant librement et le constant k est alors 
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p
k en le comparant avec la relation connue 

42222 cpcE  . 

Particule de spin 0 dans un potentiel 
Aharonov Bohm Coulombien 

Introduisons dans l’équation (11) le potentiel 
Coulombien; on écrit donc: 
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ou encore en fonction de  ,r  en coordonnée polaire 

comme suit: 
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Séparons comme auparavant les solutions en r et , on a 
donc: 

      rR,r             (33) 

Pour la solution angulaire, on a toujours le même 
comportement décrit ci-dessus où: 

    0mmie             (34) 

La partie radiale est régit par l’équation suivante 
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Soit les variables suivantes: 
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L’équation (35) se transforme à: 
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Introduisant la nouvelle variable    
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 , 

l’équation (38), en fonction de  u , est donc 
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Multipliant cette équation par  , on a alors l’équation 

finale: 
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La constante s vérifiée la relation: 

    221   mss           (41) 

donc: 
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La solution de l’équation (40) est  
    ;s;sFNu 2         (43) 

où   ;s;sF 2  est la fonction hypergéométrique [6]. Afin 

qua le partie  R  a une limite finie lorsque  , il faut 

que la fonction  u  soit une série à des termes finies et on 

écrit dans ce cas la que  
ns               (44) 

avec n est entier non négatif. La constante s sera choisie 
d’après cette condition comme suit  
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On obtient donc le spectre d’énergie quantifié comme 
suit: 

  
2

22

2

2

41
2

1

2

1
1





















mn

c
Enm        (46) 

On peut voir d’après (46) que: 

  Si 00  m  c'est-à-dire l’absence de l’effet Aharonov 

Bohm, l’énergie est donc celle d’une particule dans un 
potentiel Coulombien pur à deux dimensions. 

  Si  0 et 00 m , la quantité 
c

q





2
prend des valeurs  

entières différentes de zéro et les énergies sont tous 
égales. 
  Si en annule le potentiel Coulombien, on trouve bien le 

cas du potentiel Aharonov Bohm et l’énergie est similaire 
à l’énergie d’une particule relativiste libre. 

La composante  s’écrit donc comme suit: 
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Le spineur total de l’état dynamique est donc 
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avec s et  définies par les équations (45) et (47) 

respectivement. 
 

CONCLUSION 

 
Dans ce travail, nous avons étudié l’équation DKP pour 

une particule de spin 0 dans un potentiel Aharonov-Bohm 
Coulombien à deux dimensions. Le cas du potentiel AB 
seul, donne un spectre d’énergie non quantifié et similaire à 
celle d’une particule relativiste libre. Dans le cas combiné, 
le spectre est alors quantifié et dépend des paramètres du 
potentiel Aharonov-Bohm   et du potentiel Coulombien. 
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