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Résumé

Le but de ce travail est I'étude de la contrdlabilité frontiere d'un systéme parabolique excité par
des actionneurs frontieéres. On cherche 1'existence d'un controle qui conduit le systéme vers un état
désiré convenable et a déterminer le controle optimal qui assure la F-contrélabilité avec un énergie

minimale.
Mots clés: Contrélabilité frontiere, actionneur frontiére, contréle optimal. A. BERHAIL
Département de Mathématiques
Abstract Université de Guelma

The purpose of this paper is to explore the concept of boundary controllability in connection with | Guelma (Algérie)
boundary actuators. We concentrate on the determination of a control achieving boundary | A. AYADI
controllability with minimum energy., and to give their analytical expression according to the type of Département de Mathématiques

used actuators.

Université mentouri

Keywords: boundary controllability, boundary actuators, optimal control. Constantine (Algérie)

1- DESCRIPTION DU SYSTEME

Soit Q un domaine de R”"de fronticre 0Q suffisamment régulicre.
Pour tout 7>0, on pose Q=Qx|0,7[le cylindre de frontiére
Y. =0Qx 0,7 . On considére le systéme décrit par I' équation d'état:

%(x,t) = Ay(x,t)+ Bu(t) Q

8—y(g,t)zo ) (1.1)
ov

y(x,0) = yo (x) Q
A est auto-adjoint a résolvante compacte. Il génére un semi groupe S(¥)
fortement continue, et admet un systéme orthonormée des fonction

propres (¢;) associées aux valeurs propres (4;). Be L(R",H'(Q)) et
ueI?(0,T,R") . La solution du (1.1) est donnée par

t
1, ()= S(0) vy + j S(t—s)Bu(s)ds (12)
0
Soit I" une partie de la frontiére 0Q, le probleme étudié est le suivant:
Etant donné un temps 7' >0, et un état initiale y,, peut-on trouver un
contrdle u tel que la solution du systéme (1.1) vérifie la condition:
2y () =4 (1.3)

ot y? est un état désiré défini surI", et ypy, larestriction de y, surT.

2- DEFINITIONS ET CARACTERISATIONS

1) Le systéme (1.1) est exactement fronticrement controlable sur I' si:
Vyd e HY2(I), Ju e U tel que yr(yoy,(T)) = y?. .1
¢ est l'opérateur de trace.

2) Le systéme (1.1) est faiblement frontiérement contrdlable sur I si:

d e yl2 2 oy, (1) =y sé
vyt e H (F)’vg>0’3u€Utelque ” T07u ||H1/2

© Université Mentouri, Constantine, Algérie, 2004.



A. BERHAIL, A. AYADI

Remarque 1: Si la relation (2.1) (resp.(2.2)) est
veérifice, le systeme (1.1) sera dit exactement (resp.
faiblement) F-contrélable sur I'.

Caractérisation
Pour I'étude de la contrélabilité frontiére exacte (resp.
faible) sans perte de généralité, on peut supposer y, =0.

On pose H :U — HY(Q) définie par
T
VueU: Hu=c jo S(T - 5)Bu(s)ds 2.3)

Alors le systtme (1.1) est
faiblement) F-contrdlable sur si:

Im(yryoH)=H"2(D), (Im(xryoH)=H"2(I))

exactement( resp.

Proposition 1
1) Si le semi -groupe est analytique, le systeme (1.1)
est faiblement F-contrélable sur I si et seulement si :

U 2r704"S@)BU)=HY2, Vie[0,T]
n=0
2) Le systeme (1.1) est exactement F-contrélable si et

seulement si: ¥y* e H'/2(T'), il existe ¢>0tel que:

<c|B*S* Orgary”

*

y

Hl/2(r) U

3- CONTROLABILITE FRONTIERE
3.1- Contrdle Optimal
Soit y4 € H/2(T') un état désiré.

contrdle optimal peut étre formulé comme suit:

. . r 2
inf J@)= inf [ Ju] ar
d uelaq 90

Le probléme du

uely, (3.1)
Uaa ={u e/ zr7oy(T) =y
La solution est donnée par le résultat suivant)
Proposition 2
Si le systeme (1.1) est exactement F-controlable sur

I, alors le probleme (3.1) admet une solution unique
donnée par :

uP (1) = (xrroH) RF (v = 2r70S(T)yo)
ou Rr = (xryoH) xryoH)*

3.2- Régionale et frontiére contrdlabilité

Soit y4 € H/2(T"), y4 son extension dans dQ et on
considere I'ensemble:

V- {Ry_d e HY(Q), yaH/ 2(r)}

p=

yd E[_[1/2(]-')

supp Ry?

ou R est l'inverse a droite de l'opérateur de trace ytel
que: R:HV2(6Q)—> H(Q)

Soit » > 0, arbitraire suffisamment petit, on considére:
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F=J B(z,r)et soit . =FDou B(z,r)est la
zell
boule de rayon r et de centre z.

Proposition 3

Si le systeme (1.1) est w, -exactement (resp.
faiblement) controlable [7], alors il est exactement (resp.

faiblement) F-contrélable sur I
4- ACTIONNEURS FRONTIERE ET LA

F-CONTROLABILITE

D'aprés la proposition (3), le probléme de la
contrdlabilité frontiére sur ' revient a un probléme du
controdlabilité régionale sur @, .

Soit y_dl’extension de y? sur 0Q. Considérons le

systéme:
Az=0 Q
_ 4.1)
z=y4 oQ

ou A est I’opérateur de Laplace. Ce systéme admet une

solution unique z9 € H!(Q). Alors, le probléme

d’atteindre y¢ sur T revient a atteindre z¢ dans w, .
Soient les ensembles :

G:{geHl(Q), tel que g =0 sur a),}.

C_;:{geHl(Q), tel que g =0 surQ/a)r}.

On va étudier la controlabilité frontiére liée au
différents choix d’actionneurs.

4.1- Actionneur zone frontiere

On suppose que le systeme (1.1) est excité par un
actionneur zone frontiére (I'y,g) , donc (1.1) s'écrit sous

la forme
d
P (x,1) = Ay(x,1) Q
ot

L¢0= 11, g
(50 = 3o () Q

4.3)

Dans le cas de n actionneurs (I';,g;)i<;j<,» avec
I'; < 0Q, le systeme (4.3) devient

D =
81,‘ (x’t)_Ay(x’t) Q

%(G,tﬁgﬂm G (Oue) =

¥(x,0) = yy(x) Q

La méthode de la construction est basée sur les trois
étapes suivantes:

Etape 1
Pour ¢, € G, on considére le systéme:
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% (x.0) = A9, (x.1) Q
ot
0
Pr(¢n=0 > (44)
ov
@, (x,T) = @y (x) Q
qui admet une solution unique
¢, € 2(0,T,H (Q)NCO(0,T, 2 ().
Etape 2
On considére le systeme:
oy
——(x,t) = Ay(x,t
Py (x,0) = Ay (x,1) Q
W =1, 8 g0, D) B 4)
v sb) — ZFO g &P LZ(FO) .
w(x,T) = yo(x) Q
Considérons alors l'opérateur:
Moy = Py(T) ou P= 2, %,
M est un opérateur affine qui se décompose en :
Moy =Py (T) +y,(T))
ou et y, sont solutions de
0
P xiy= Ay (vt)  Q
ot
0
PLgn=0 ) (4.6)
ov
y1(x,T) =y (x) Q
0
L (xt) = Ay (x.) Q
%(4 0 ==1r, ()2 (g0, 1) DI CN)!
v st) — ZFO g 8,0, LZ(FO) .
W5 (x,0)=0 Q
Etape 3

On définit l'opérateur linéaire: A :G — G- par:
VoyeG: Apy=Pyy(T)

Donc, le probléme de la contrdlabilité régionale
conduit a la résolution de I'équation

Agy = P(z4 —yy(T))
Pour cela, on introduit I'application

g e dt B
(006 _>J‘0 <g7¢r( )> LZ(FO) ( )
qui définit une semi -norme sur G . Nous avons alors le

résultat:

Proposition 4
Si le systeme (1.1) est

(4.8)

o, -faiblement contrélable,
I'équation (4.8) admet une solution unique ¢y <G et le
contréle optimal qui transfert (1.1) a l'état désiré y9 sur
I est donné par

u (t) = _<gs(pr(t)>L2(r0)

Preuve
Si  l'actionneur

(4.9)

(Ty,g) est o, -stratégique,

l'application (*) définit une norme. En effet:
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||¢0||2G:0:><g’¢r(t)>L2(1—0) p-p. sur [O,T]

- j ¢(x)9, (x,)dx =0

To
= Y exp((T=0) [ (00.01)(g::)ex =0
i1 To
On a Tp.2) est o, -stratégique e

(g.9;) e ker H" z;, donc <g’¢i>L2(F0) 0= ¢, =0.
2) Si on multiplie l'équation (4.7) par ¢,.et en
intégrant sur Q par parties, on obtient:
T 2 2
(Ago.00) :jo (2:0:) 2, 4 =0z

On en déduit que A est un isomorphisme, d'ou
l'existence de la solution de I'équation (4.8).

3) Le controle u, donné par (4.9) est I'optimum. En
effet:

* * T * *
JWv—u') = jo (o) — 1’ ()t =

T *
=-[ {£.0:0)r,) (O -u))ds

En appliquant la formule de Green sur

(S ), on obtient:
r

(0D, 7=, )0, 03,0 -1, ) -
~ N v Y|
i[(yv yu,* ) av +¢r[ av av J]dz -

T
= [ 00w ) g0, @) di= (g0, (D)3, (D)

0

Ona:
WD =2x D)= 2o, W)~ Ko, ¥, (1) =
=Xo, W) =24 +24 = 2o, Y, (1) =0

= (1)1, (1)) =0
= J(u:)(v—u:) =0
et J est strictement convexe, impliquant que u, est

I'optimum.

4.2- Actionneur ponctuel frontiere

Dans ce cas ou l'actionneur est ponctuel localisé dans
b e 0Q , le systeme (1.1) devient:

0
a—f(x,t) = Ay(x,1) Q

%(@):5(4—17»!@) »
1%

Y(x,0) = yo (x) Q
Par une approche similaire, on définit I'application:

(4.10)

— T
20 <G~ oo = jo (20:O)p 1, (4.11)
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qui définit une semi-norme sur G.

W
61‘ (X,t)—Al//(X,t) Q

Vg =-p.05C-b) “.12)

w(x,0) = yo(x) Q

qui peut se décomposer en deux systémes:

d

Then=apy(en  Q

Wi (r1y=0 ) (4.13)
ov

w1 (x,0) =y (x) Q

d
22 (0)= Ay (x) Q

d

TLEN=0,(.00C ) X 4.14)

W, (x,0)=0 Q

Le probléme du contrdle frontiére revient a résoudre
1'équation:

Agy = P(zg —y1 (1)) (4.15)
etona le résultat:
Proposition 5:

Si l'actionneur (b,5)est o, -stratégique, alors

I'équation (4.15) admet une solution unique ¢y <G . Le
controle

u*(t) =~ (b,1) (4.16)
assure le transfert du systéeme (4.10) de yy a y? surT.

5- EXEMPLE NUMERIQUE

On considére le systéme bidimensionnel suivant

oz 02 02
E(x,y,r)=—{@C—§<x,y,t>+g§(x,y,r)}é(x-b,y-b)u(r) Q

%(4,n,r)=o »

z(x,0)=0 Q
Cette équation décrit un systeme de diffusion qui est
excité par un actionneur(b,dy)ou beoQ, tel que

Q=101[x]0.1[. Soit @, =[0,1]x[0,4], et Iétat désire

J —%cos(ﬁx)cos(zzy) sur ,

yd =
0 sur Q/w,

en utilisant un algorithme basé sur la méthode des

¢lément finis, permettant de calculer le contréle optimal.

ALGORITHME

1- Initialiser les données T', y , I'actionneur &.

2- choisir gy €G .

3- Résoudre I'équation (4.4) — ¢,.(b,t) .

4- Résoudre I'équation (4.13) =y (.,T).
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5- Résoudre I'équation (4.14) =y, (., T) .
6- Calculer le contrdle optimal (4.16)— u(t) = —¢,.(b,t) .
7- Calculer la solution de (4.10) — z,,(T) .

8- Tester si "yd -z, (T)" > & — retour a 'étape 2.

9- Calculer la trace de z,, () sur I".

On obtient alors les graphes représentés sur les figures 1 et 2.

Etat

Controle
o
1\

Figure 2: Fonction du contrdle u(¢).

On constate dans la figure 1 que I'état, a l'instant T,
coincide avec 'état désiré z, dans la région considérée,
c'est-a-dire dans les noeuds 1, 2, 3, 4 et 5.

Nous avons atteint 1'état désiré sur I' avec

une erreur : |y(T)-z,||=2.42x10"%
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