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Résumé 

Dans cette article, on s’intéresse a  une équation intégrale qui provient de la théorie de 

l’élasticité. On montre que l’opérateur intégral est borné dans un espace de Banach  

adéquat, mais non compact. En supposant l’existence de la solution, on approche celle-ci 

par la méthode de la section finie.  

Mots clés: Elasticité linéaire, équation intégrale, méthode  de section finie. 

 

Abstract 

This paper is concerned with an integral equation derived from a boundary value 

problem of the theory of elasticity. We prove that the integral operator is bounded in an 

adequate Banach space, but is not compact. Under the existence assumption, we approach 

the solution by finite section method. 

Keywords: Linear elasticity, integral  equations ,finite section method.  

    

 

 

 

 

1- POSITION  DU  PROBLEME 

Soit l’ouvert : 

[,0][,]  a  

pour       ),( zr et )),(,),((),( 21 zruzruzru  .  

Considérons le problème  aux limites qui consiste à trouver  
2122 )()(  CCu  tel que: 
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où A est l’opérateur d’élasticité en coordonnées cylindriques défini par  

(voir [1] ) : 

























































































 















































r

u
rλuλ

z

u
rμλ

z

z

u
μr

r

u
μr

rr
Au

z

u
μr

z

u
μr

z
u

r

μλ

z

u

r

u
λ

z

u
rλuλ

r

u
rμλ

rr
Au

1
1

3

13
3

13
1

31

3
1

1
1

)2(

1
)(

2

)2(
1

)(

 

et T
zzzrrr uσuσuσuσ ))(),(),(()(  désigne le tenseur des contraintes 

associé au déplacement u défini  par : 
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Laboratoire de Mathématiques Appliquées 

Université Badji Mokhtar 
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 ملخص

ا المقال بدراسة معادلة تكاملية ناتجة ذنهتم في ه
عن نظرية المرونة. نبرهن أن المؤثر التكاملي محدود 

بناخ معين ولكن غير متراص. بافتراض فضاء  في
وجود الحل نقترح طريقة المقطع المنته لتقريب هذا 

 الحل.

مرونة خطية، معادلة تكاملية، : الكلمات المفتاحية
 طريقة المقطع المنته.
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Le couple (λ, μ) désigne les coefficients de  Lamé . 

Le problème (P)  décrit l’équilibre  d’un  demi-espace 

élastique avec un puits vertical soumis à une force  radiale. 

On suppose que la surface horizontale est libre. On 

rencontre ce modèle dans les techniques de  prospection 

géophysique (sismique de puits) [6]. 

 

2-  REPRESENTATION  DE  LA  SOLUTION 

En utilisant la méthode des fonctions propres 

vectorielles (voir [7,8]), on sait représenter la solution du 

problème (P) sous la forme suivante : 
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avec 
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)(2 
   qui  désigne  le  nombre  de  Poisson et 
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)(),( xYxJ nn  sont les fonctions de Bessel et )(xKn  les 

fonctions  de Bessel modifiés. Les coefficients )(tA , )(λB , 

)(tC  et )(λD sont des fonctions à déterminer . 

En substituant la solution ),( 21 uuu  dans (1) on 

obtient les relations suivantes : 
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Les conditions aux limites du problème (P) sont 

vérifiées si )(,)( λBλA satisfont le système d’équations 

intégrales de deuxième espèce :  
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avec les définitions suivantes : 
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Remarque  2.1-  Dans les calculs on a utilisé les 

représentations intégrales suivantes (voir [7]) : 









0

22

0
0

)(2
)( dt

tλ

rtN

π
rλK          (3) 






















0

0222

1

22

02
1 )(

)(

)(2)(2
)( dtrtN

tλ

λKλ

tλ

λK
λ

π
rλKrλ

                 

(4) 



Sur une équation intégrale de la théorie de l'élasticité. 

 9 

et les intégrales de Fourier : 
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En éliminant l’inconnue )(λB , le système  S  se réduit  

à l’équation intégrale  
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et le second membre 
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Remarque 2.2- Une fois )(tx déterminé on trouve 

)(et)()( 2 λBtxttA  exprimé par la deuxième équation 

du système intégral (S). 

 

L’objectif de ce travail est l’étude de l’équation (E) dans 

un espace de Banach adéquat. On va s’inspirer des articles 

[2,5]  qui étudient une classe d’équations intégrales sur le 

demi-axe  ,0  .  

 

3- ETUDE DE L’EQUATION INTEGRALE (E) 

Nous introduisons l’espace fonctionnel : 
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espace de Banach. Maintenant, on va étudier  les propriétés  
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En utilisant le théorème de Fubini et la formule (5), on 
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D'après le lemme  3.1,  on a: 
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On peut trouver une fonction g(t) finie telle que : 
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sxn  

Comme 1nx , on peut extraire de nn Kxy  une 

sous- suite qui converge vers .Ey   On peut voir 

facilement que : 

 



















0 0

2222
1

2
1

2

2

222

3

,
)()()]()([

8

)(

4
)( λd

sλλsYsJsπ

dsλ

tλ

t

π
ty

n

n


 

d’où     

 



 


0

222

3

.
)(

4
))(1()()(lim λd

tλπ

t
λtytyn

n
  

et la formule (6)  entraîne : 







0

222

3

)(

)(4
1)( λd

tλ

λ

π

t
ty


 

En tenant compte du comportement de )(λ à l’infini, il 

existe C  0 tel que : 

1pour,)(  λ
λ

C
λ  

ce qui entraîne : 

 








1

0 1

222

3

2222

3

1 .
)(

14

)(

14
1)( λd

tλλπ

t
Cλd

tλπ

t
Cty

Par suite 

.
)(

1)( 2
1











t

tLog
C

t

C
ty  

Lorsque t , obtient ,1)(lim 


ty
t

ce qui contredit le 

fait que .Ey  

Remarque 3.2-    

1) Dans l’article [4], on montre que K est  compact si et 

seulement si K vérifie, en plus des propriétés 1et 2 du 

lemme3.2, la propriété : 

0),(),(suplim

0





dsstksξk

tξt
. 

2) Cependant, on peut  montrer que K est compact de   

 0)(limque tel1 


ttxExE
t

 

 (muni de la norme )()1(sup
01

txtx
t

E




 )  vers E . Pour 

la preuve, on utilise le critère suivant (voir [5]): 
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HE est  précompact si H est borné, équicontinu et 

0)(lim 


sx
s

 uniformément pour tout Hx .     

L’équicontinuité découle de l’estimation suivante : il 

existe une constante 0C telle que, pour tout ,Ex  on a :  

1,
)(

)(
1

 tx
t

tLog
CtKx  

Commentaires : 

1) l’opérateur K n’est pas contractant, donc on ne peut pas 

utiliser les séries de Neumann ( KI n’est pas 

nécessairement inversible). 

2) L’opérateur K n’étant pas compact, l’alternative de 

Fredholm n’est pas  applicable  ([3]). Donc la question 

d’existence reste  un  problème ouvert. 

 

4- EQUATION APPROCHEE (En) 

 Supposons que l’équation  (E)  possède une solution. On  

va essayer d’approcher celle-ci  par la méthode de section 

finie ([2]) qui consiste à tronquer l’intervalle d’intégration. 

On considère  l’équation approchée de (E) : 

)( nE         yxKxEx nn  . 

avec   


n

n dssxtsktxK

0

)(),())((  

et   nCEn ,0 l’espace de Banach  muni de la norme  

)(sup

0

txx

nt
n



 . 

Il est facile de voir que l’opérateur )( nn ELK  est 

compact. 

Proposition 4.1- L’équation )( nE possède une solution 

unique nx telle que : 











n

nLog
Oδ

δ

y
x n

n

n
nn avec  

Preuve.  On peut montrer (comme dans le lemme 3.2 ) que 

grand. assezest si,1),(

0

t
t

tLog
Cdsstk



  

Il en résulte  

n

nLog
CxK

nn  1  

 Donc l’opérateur nK  est contractant, et par suite 

l’équation )( nE  possède  une solution unique nx telle que 

(voir [3] ) : 

n
nn yKIx 1)(   

 En utilisant la série de Neumann on obtient :  

n
n

n
nn

nn y
δ

y
K

x
1

1

1



  

Proposition   4.2-  Supposons que l’équation (E) admet 

une solution x qui satisfait : 

1certain  un  pour   tan)(lim)( 


αteconstxtH α

t

alors : 

,0lim 
 nn

n
xx  

Preuve.   Posons : 

nn xxz   

alors nz vérifie : 

nnnn yzKz   

avec 

,)(),()(

0



n

n dssxstkty  

Grâce à l’hypothèse (H),  on obtient  








n

α

α

s
n ds

s

stk
sxstynt

),(
))()1((sup)(,],0[

0

 

On a : 

               

.
)(

1
.

)()(

16),(

0

222

0

222

2
3

2
λdds

ssλtλλ

λ
t

π
ds

s

stk
α

n

α















 





 

En utilisant les comportements asymptotiques : 

















)(
1

)(

)0(
1

)(
2

λ
λ

λ

λ
λ

λ





 

on obtient : 

,))()1((sup
0

αα

α

s
αnn x

n

C
sxs

n

C
y 



 

d’où l’inégalité  

ααnn x
Lognn

C
z

1
  

et 

).1(car0lim 


αz
nn

n
 

 

Proposition 4.3-   Supposons  que nx est la solution de 

)( nE et x solution de (E) . 

Considérons Ex 
~

  tel que : 










10

)(
)(

~

nt

nttx
tx

n
n  

alors     

0
~

lim 


n
n

xx  

Preuve.  Il suffit de remarquer que :  

)01(avec
1~

1


















αβ

n

C
x

nnLogn

C
xx

βαααn

 



L. CHORFI et L. ALEM 

 

 12 

Remarque concernant l’existence de la solution 

Comme on l’a déjà remarqué, la question d’existence de 

la solution  n’est  pas claire, c’est  pourquoi on énonce  un 

résultat qui nous permet de trouver la solution de  

l’équation  (E) à partir de la suite  des solutions  approchées 

( de )( nE  ).  

Proposition  4.4-  Soit  nx  solution de l'équation : 

yxKIE nn  )()(  

Si la suite nx  est bornée, alors il existe une sous-suite  

inx qui converge vers Ex (uniformément sur chaque 

compact); de plus, x est solution de l'équation  

yxKI  )(  

Pour la preuve, on peut voir l’article [5, théorème  6.1]. 

Cette proposition a un intérêt numérique, car on peut 

toujours vérifier si la suite )( nx   est bornée dans E. Cela ne 

contredit pas l’estimation donnée dans la proposition 4.1. 

ANNEXE 
METHODE DES FONCTIONS PROPRES 

VECTORIELLES 

 
Le système de Lamé : 








 






λ

μλ
murotrotudivgrad

m

m
2,0

2

1
2  

est  équivalent  à  















0

,
2

p

udivpp
m

m
u




 

Par la méthode de séparation de variables : 

)()( rSzZp  , 

on obtient  













0

0
1

2

2

2

2

ZλZ

Sλ
rd

Sd

rrd

Sd

 

d’où les solutions générales 
zλzλ eCeCzZrλYCrλJCrS  210201 )(et)()()(  

On cherche u sous forme : 

                                     kueuu zrr


                   

avec 

                                    












)()(

)(

rSzwu

rd

Sd
zuu

z

r
  

u(z) et u(r) doivent vérifier les équations : 





















0)(
2

1
2)(

0)(
2

1
2

)(
22

2

uλw
m

m
uwλ

uλw
m

m
uw

S  

La solution du  système (S) s’écrit :  

     

















































zλ

zλzλzλ
λ

zλzλzλzλ
λ

ezλ
m

m
λD

ezλ
m

m
λCeλBλeλAλzuλ

ezλDezλCeλBeλAzw

43
)(

43
)()()()(

)()()()()(

2
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