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Résumé

Dans cette article, on s’intéresse a une équation intégrale qui provient de la théorie de
I’¢lasticité. On montre que I’opérateur intégral est borné dans un espace de Banach
adéquat, mais non compact. En supposant 1’existence de la solution, on approche celle-ci
par la méthode de la section finie.

Mots clés: Elasticité linéaire, équation intégrale, méthode de section finie.

Abstract

This paper is concerned with an integral equation derived from a boundary value
problem of the theory of elasticity. We prove that the integral operator is bounded in an L. CHORFI
adequate Banach space, but is not compact. Under the existence assumption, we approach L. ALEM

the solution by finite section method. Laboratoire de Mathématiques Appliquées
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weile 1- POSITION DU PROBLEME
Al ALl Ablae Al )y JBa) 138 G gl Soit I’ouvert :
253nn LS il o (p s A3 el 4 ket e 02=]a,+o[x ]0,+0]
Rl galjie i oSy G U slaad S

e i 4t tLé,d\ ik - Jal 5 pm s pour (r,z)eet u(r,z)=(u, (r,z), uy (r,z)).

Considérons le probléeme aux limites qui consiste a trouver

Jall _
) 2 2 1 2 .
LIS iblee i Dy pe rdalid) aldgy  UECT (DTNC(2)7 tel que:
Aia] abdol) 44y 1k ( Au=0 dans (2,
Oy (u)|r:a :'{/1(2) > Oy (u)|r:a :'{IZ(Z) s
(P) < 0. (u)|z:0 =0 > Oy (u)|z:0 =0 4

uzO(%), R=qr?+z2,

\ avec ¥, e C)(J0,+]), i=12.

ou A est I’opérateur d’élasticité en coordonnées cylindriques défini par
(voir [1]):

1 0 ou ou
(Au), :?{_E[ (,1+2ﬂ)ra—r1+/1ul+m a;] +

Ou, Ouy A+2u 0 Ouy Ou,
+/1[ or * 0z ]—i_( r jul Gz(r'u 0z Fru 0z
1 0 Ouy ou,
(Au); = r{ ﬁr[r'u or ra 82)

0 Oy ou,
E((i—i—lu)rﬁ-l-lul +)~er:|

et o(u)=(c,, (u).0,, ()0, (u)) désigne le tenseur des contraintes

associé au déplacement [« défini par :
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ou
7. ()= #[ =

L ou

oz
ou ou u

Uzz(u)z(/1+2,u)a—z3+/1[ 6_1”1+71J 1)
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Le couple (4, ) désigne les coefficients de Lamé .

o )=(A+2p) —+/1 (

Le probleme (P) décrit I’équilibre d’un demi-espace
¢lastique avec un puits vertical soumis a une force radiale.
On suppose que la surface horizontale est libre. On
rencontre ce modele dans les techniques de prospection
géophysique (sismique de puits) [6].

2- REPRESENTATION DE LA SOLUTION

En utilisant la méthode des fonctions propres
vectorielles (voir [7,8]), on sait représenter la solution du
probléme (P) sous la forme suivante :
u(r,z)=

| { Py M)+B(A)[r1<o (in+ 20 )K](ir)}}cos(iz)di
0
”—tze_”}}%Nl(”’)d[-

Uy (r,z) =— J'{DY) Ko(Ar)—B()r K (Ar) }sin (.z)d)+

HA(:)e ”+C(t){3m 4
0
0

+ T —A() e+ Ct)tze'? lNo(tr) tdt.
J1 f
0

2(1+p)
A

Ji(tr) Y, ()= Y, (tr) (1)
JEO)+ YA (@)

Jo(t )Y (=Y, (tr)J, (1)
JEO)+ YA

avec m = qui désigne le nombre de Poisson et

Ny(tr)=

Ny(tr)=

J,(x), Y,(x) sont les fonctions de Bessel et K, (x) les
fonctions de Bessel modifiés. Les coefficients A(¢), B(4),
C(t) et D(A) sont des fonctions & déterminer .

En substituant la solution u = (u;,u,)dans (1) on
obtient les relations suivantes :
+00
a,,(u):J‘{D(i){Ko(lr)— Kl(/lr)}

0

( D

Ko( r)+

~B(}) {/HKl ()2 Kl(/lr)}cos(/l 2)di

400

+% j {A(t)e'” + C(I)me_ 4o
0

1z —tze"”}}No(tr)tdt.

+00

0..) == [{D@K (ir) -

0

2(m—-1)
m

~B() { ArKo(ir)- K,( r)} sin (4.2) di

+00

T j{— A@W)ye ™ +C(1) {—2

0

-1
e'® —tze”}} N, (tr)tdt.

7, == [{DWK, (ar) -
0

2>m-1)

~B() { arKy(hr)- K, (A r)}} sin (1z)dl

+00

- J {— Aty e +C(0) {—

0

-1
2 etz —tze_”}N1 (tr)tdt.
m

Les conditions aux limites du probléme (P) sont
vérifiées si A(A), B(A) satisfont le systéme d’équations
intégrales de deuxiéme espece :

A(t) + j k,(,0) BO)Yd) = f,(t),  Vt>0,
(S) 0
B(%) +Tk2 (t,2) A@ydt = f,(3),  Vi>0.
0
avec les définitions suivantes :
kl(z,t)=—%é§K—1(f))2, ky (2,7) = iMl(j;ii(;();H 7
-2t F - 205

avec
K2 (1) . 2(m-1)
KE() ma?

- Ky(4
gw=%u{£8+ﬂ

+00
et 5lA’i(/I):E J.Y/,-(z)cos(/lz)dz, i=12
T
0

A()=1-

2)

Remarque 2.1- Dans les calculs on a utilisé les
représentations intégrales suivantes (voir [7]) :

N
Ko(ir)="2 j;m)

ArKlur)=—%,12] {K"”M

€)

No(tr)dt

2 2
A7+t (4)

21K, (%)
(27 +1%)?
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et les intégrales de Fourier :

—+0
eftz — gj. !
T2 44?

i

En éliminant I’inconnue B (1), le systéme (S) se réduit

cos(Az)d A

cos(/l z) dA

a I’équation intégrale
(E) Ke-x=y
ou K est ’opérateur intégral :

(E) (Kx)(t):J.k(t,s)x(s)ds
0
de noyau
+o 3 12
o) -1 £ 22 Ny(s)

7t S AR (P +2) (P +i2)?

et le second membre

25 [0
M) == f—(smz)d’

Remarque 2.2- Une fois x(¢)déterminé on trouve

A(t) =t72x(t) et B(1)exprimé par la deuxiéme équation
du systéme intégral (S).

L’objectif de ce travail est I’étude de 1’équation (£) dans
un espace de Banach adéquat. On va s’inspirer des articles

[2,5] qui étudient une classe d’équations intégrales sur le
demi-axe (0,+oo) .

3- ETUDE DE L’EQUATION INTEGRALE (E)

Nous introduisons 1’espace fonctionnel :
E:ixeC([O,+oo[) tel que lim x(s)=0i
S§—>+00
muni de la norme
I, =supl (5
5>

On peut montrer sans difficultés que (£, || . || P ) est un

espace de Banach. Maintenant, on va étudier les propriétés
de I’opérateur K en tant qu’opérateur linéaire agissant dans
E. Pour cela, on démontre d’abord deux lemmes.

Lemme 3.1- On a la formule :
82 1

1-@ ()= dt
2 T A(%) O7r2t[J12(t)+Y12(t)](/12+12)2
avec
2(m—1
(D(/l)z—(z )
mi-A(L)
Preuve. Cela découle des formules (3) et (4) en

remarquant que :

2
Na(s)=
O )+ 12 (o] " ©

Lemme 3.2- Le noyau k(¢,s) satisfait les deux propriétés :

—+00
) Vis0, j|k(r,s)|dssl

+00
2) V>0, lim j|k(§,s)—k(z,s)|ds=0.
Eot 0

Preuve. 1) Ona:

~ 3 72 Ny (s)
j|k(zs)|ds _J[JA(A)(EH )0(12+s ™ d

AJ ds.

En utilisant le théoréme de Fubini et la formule (5), on
obtient

[ k2.5 |as =
0

*jf 3 T 8 /% ds i
a(Z+02)7 |47t sAQ) (P +57) [T () + Y (9)]

0

D'aprés le lemme 3.1, on a:

o e 4t
£|k(t,s)|ds = ! (=@ —r s @

Grice a la formule

4z3 1
——— (6)
TS (2 +e?)?
on obtient
+00

I|k(t,s)|ds= < sup l-@ ()
0 2>0

En vertu du lemme 3.1, on a:0<®@(1)<1, d’ou le
résultat.

2 ) Montrons maintenant la deuxiéme propriété. On a :

|k(t,5)—k(&,5)| <

32
s [J} (s)+Y1 (5)]

i 2 A &
-(I)'A())(s 2 RY PR (@4 R) |

ce qui entraine

40 | 53 |
yk(g e S)|ds<_I(l Ok v

On peut trouver une fonction g(7) finie telle que :

di
(t2+/12)2 (4:2

on obtient le résultat . [ |

e(&,5)—k(t5)) | ds < g(t)] =< .! TR

Lorsque & —t,
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Posons :

y(6):= (K x)(1)= Ik(t,s)x(s) ds, xecE
0

Proposition 3.1- Ona:

1) Kx € E,pour toutx € £
2) KeL(E) et |K|<L.

Preuve.
1) La fonction y(¢)est continue d’aprés la deuxiéme

propriété du lemme 3.2 .
Montrons que lim y(¢#)=0. Ona:
t—>+o0

+oo

== juzf” 7

3 812x(s)ds

I w27 (5)+ 1P ()] AN +5°)
ds}d/l

Comme x est continue, pour tout € >0, il existe s, >0

d'ou:

+00

2x(s)

bojc ANV +s*)?

-[ (22 +t%)?

gl

tel que : Vs > s, |x(s)|<%.

Le nombre S étant fixé, on considére la décomposition :

S0 +00

z(i):‘[ +.|‘ —2,(A)+ 2, (A).

0 S0

On obtient les estimations :
[0
71 (A< B
pour A assez grand
Ce
22 (/1) < /1—3
On en déduit :

1
R P R

Log (t e
s(%()Jrzj <Cye

d'ou lim y(¢)=0.
t—+o©

+00
di+ Cyet® I
0

si t>T (T assez grand)

2) De la propriété du lemme 3.2 on déduit que
KeL(E) e |K|<L |

Remarque 3.1- En fait, on peut montrer que || K" =1
ce qui revient a trouver une suite, (x, ) tel que :
x| =1 et lim|[Kx,|=1.

n—>+0

10

Pour cela on choisit x,(1)=1 si t<n .

Proposition 3.2- L’opérateur K est non compact .

Preuve. On va raisonner par 1’absurde. On suppose que K
est compact et considere la suite (xn) dans E définie par :

| si 0<s<n
X, (s)=9n+1-s si n<s<n+l
0 si s>n+l1
Comme ||xn|| =1, on peut extraire de y, =Kx, une

sous- suite qui converge vers y e€FE. On peut voir

facilement que :

+00

024 J £ I 82 ds
b Y2 1SR R OIAD R+
d’ou
4¢3
im y, (1) = y(t) 2 j (=00 — s

et la formule (6) entralne :

430 @)
|

t) 21— —
y(0) - 11y
En tenant compte du comportement de @(4) a I’infini, il

existe C > 0 tel que :

% , pour A 21
ce qui entraine :
1 400

41 1 41 1
() 21-C,— J‘—dA+C—J.—d/{
g P d@ady? T ey
Par suite

C Log(t

y(z)21{71+c2 f()}

Lorsque ¢— +oo, obtient lLim y(¢) >1,ce qui contredit le
t—+0

fait que ye E. |

Remarque 3.2-

1) Dans I’article [4], on montre que K est compact si et
seulement si K vérifie, en plus des propriétés let 2 du
lemme3.2, la propriété :

lim sup J'|k(§,s) k(t,9)lds = 0.
0

2) Cependant, on peut montrer que K est compact de
E =€k telque lm 0x()=0]
—>+0
(muni de la norme ||x|| 5= sup| (1+12) x(2) | ) vers E . Pour
t>0

la preuve, on utilise le critére suivant (voir [5]):
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HcCE est précompact si H est borné, équicontinu et Proposition 4.2- Supposons que 1’équation (F) admet

lim x(s)=0 uniformément pour tout x € . une solution x qui satisfait :
§—> +00
L’équicontinuité découle de Destimation suivante : il (H) tlg?w t“ x(t) =constanfe pour un certain o>1
existe une constante C > Otelle que, pour tout xe E, ona: alors -
Log(?) lim x, —x| =0
ke | < 228D, vis Jim -, —x ], =0,

t

Commentaires : Preuve. Posons:

1) P’opérateur K n’est pas contractant, donc on ne peut pas

utiliser les séries de Neumann (/-K n’est pas

nécessairement inversible). —Z,+ K, z, =y,

2) L’opérateur K n’étant pas compact, l’alternative de  avec

Fredholm n’est pas applicable ([3]). Donc la question n

d’existence reste un probléme ouvert. v, = —Ik(t,s) x(s) ds
0

alors zn vérifie :

4- EQUATION APPROCHEE (Er) )
Grace a I’hypothése (H), on obtient
Supposons que I’équation (E) posseéde une solution. On

+00
va essayer d’approcher celle-ci par la méthode de section vt e[0,n] |y (t)| < sup((l +5)* |x(s)|) I k(. ) ds
. . . N 5- 5e i . >0l n = o
finie ([2]) qui consiste a tronquer I’intervalle d’intégration. 5>0 s
On considére 1’équation approchée de (F) : Ona:
(E,) IxeE, x—K,x=y.
avec +Ook(z,s) 16 5 ¢ 2 T 1
) [Feas< e | Y [ G
s T s7)°s
(K, x)(0)= [ (s.0)x(s)ds n 0 0
0
et E, =C([O,n]) I’espace de Banach muni de la norme En utilisant les comportements asymptotiques :
1
||x||n = sup |x(t)| . A(A) = /1—2 1-0
0<t<n
Il est facile de voir que ’opérateur K, € L (E, )est 1
compact. A() = 5l (A — +0)
Proposition 4.1- L’équation (E,)posséde une solution  on obtient :
unique x, telle que : "yn " < £sup((l +5)° |x(s)|) < ||x|| ,
T on% sso0 n* "¢
Y L d’ou I’inégalité
I e ¢
n n _—
leall, < —==— I,
n“" Logn
Preuve. On peut montrer (comme dans le lemme 3.2 ) que of
+00
Logt . i =
J.| k(t,s)| ds <1-C % , sl t estassezgrand. nh_{?w "Z" "n 0 car (a>1). u
0
Il en résulte Proposition 4.3- Supposons que x, est la solution de
|k, x|, < 1-C Log n (E, ) et x solution de (E) .
) " . Considérons x € E tel que :
Donc I’opérateur K, est contractant, et par suite
~ x, t<n
I’équation (E,) possede une solution unique Xn telle que x, ()= {0 ® , |
>n+
(voir [3]) : 1 "
e 1 alors
el =l -£07, fm %, =0
n—>+0
En utilisant la série de Neumann on obtient : Preuve. Il suffit de remarquer que :
1 1 ~ C 1 C
el < 7 I, =< 5= I, B -5, |<| ———+— ||| <= avec (B2a—1>0
1_||Kn|| n 9, " " n*' Logn n* " "“ n? J

11
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Remarque concernant I’existence de la solution

Comme on I’a déja remarqué, la question d’existence de
la solution n’est pas claire, c’est pourquoi on énonce un
résultat qui nous permet de trouver la solution de
I’équation (F) a partir de la suite des solutions approchées

(de (E,) )
Proposition 4.4- Soit x, solution de I'équation :
(En) (I_Kn)xzy
Si la suite X, est bornée, alors il existe une sous-suite

x,;qui converge vers x € E(uniformément sur chaque

compact); de plus, x est solution de 1'équation
(I-K)x=y
Pour la preuve, on peut voir I’article [5, théoréme 6.1].
Cette proposition a un intérét numérique, car on peut
toujours vérifier si la suite (x,) est bornée dans E. Cela ne
contredit pas 1’estimation donnée dans la proposition 4.1.

ANNEXE
METHODE DES FONCTIONS PROPRES
VECTORIELLES

Le systeme de Lamé :

2m

7 grad divu—rot rotu =0,

est équivalent a

Au:—LVp, p=divu
m—

Ap=0
Par la méthode de séparation de variables :
P=2(2)8(r),
on obtient
d*S 1dS

—
dr? rdr

Z-27=0
d’ou les solutions générales
S(r)=C, Jo(Ar)+Cy Yy(Ar) et Z(z)=Ce** +C,e™**

285=0

12

On cherche u sous forme :
w=u, e, +u k
avec
u, =u(z)E
u, =w(z)S(r)
u(z) et u(r) doivent vérifier les équations :
w’—u"—Zm—_l(w' —22u)=0
(S) m—2
2w—uy=2" L2 uy =0
m—2

La solution du systéme (S) s’écrit :

w,(z) = A(A)e” + B(A)e ™ +C(A)ze** + D(A)ze™*

3m—4+ /lzjej"z
m

Pu,(z)=AA(N)e*” =L B(A)e ™ + C(A)(

3m

—4 —/lzje_iz
m

+D(4) [
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