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Résumé 

Dans le cadre de la spectroscopie RMN, notre objectif est de déterminer le spectre 
d'absorption du signal de précession libre FID par la méthode de prédiction linéaire (PL). Ceci 
revient à résoudre le problème de prédiction linéaire en exploitant la méthode de corrélation par 
l'utilisation de la décomposition en valeurs singulières SVD pour l'inversion de la matrice de 
corrélation. Or, cette technique est la source d'un certain nombre de problèmes lorsque le signal 
est noyé dans du bruit. Aussi sera-t-elle coûteuse en temps lorsque les dimensions de la matrice de 
corrélation sont importantes. Afin de résoudre ce problème, nous exploitons les propriétés d'une 
nouvelle technique dérivée de la SVD, la décomposition ULV pour minimiser le coût du 
traitement et assurer une inversion correcte de la matrice de corrélation. Dans ce but, nous 
déterminons le spectre d'absorption par la technique ULV et nous le comparons avec le spectre 
déterminé par la SVD et  la FFT. Nous comparons par la suite la qualité des spectres obtenus par 
rapport au spectre d'absorption idéal  déterminé par FFT. 

Mots clés: RMN,FID, PL, SVD, ULV, spectre d'absorption.  
 

Abstract 

Within the framework of spectroscopy NMR, our aim is to determine the absorption spectrum 
of the free  signal of precession FID by the method of prediction linear (PL). This amounts to 
solve the problem of linear prediction by  exploiting the method of correlation by the use of the 
decomposition in singular values SVD for the inversion of the correlation matrix.  However, this 
technique is the source of a certain number of problems when the signal is drowned in noise. 
Therefore it will be  expensive in time when dimensions of the correlation matrix are significant.  
In order to solve this problem, we exploit the properties of a new technique derived from the 
SVD, decomposition ULV to minimize the cost of the treatment and to ensure a correct inversion 
of the correlation matrix. To this end, we determine the absorption spectrum by technique ULV 
and we compare it with the spectrum determined by the SVD and the FFT. Thereafter the  quality 
of the spectra obtained is compared to the ideal absorption  spectrum determined by FFT. 

Keywords: NMR, FID, LP, SVD, ULV, spectrum absorption. 
 
 
 

 
 

a résonance magnétique nucléaire ou RMN est une technique utilisée 
pour diverses applications tels que l'identification des espèces 

chimiques et le diagnostic médical. Elle repose essentiellement sur le 
phénomène de l'interaction champ-matière. En effet, l'échantillon de 
matière que nous souhaitons analyser est soumis à un couple de champs 

magnétiques orthogonaux 0B


 et 1B


. Le champ 0B


 est intense et 

constant. Son rôle est de créer les sous niveaux d'énergie (effet Zeeman 
normal). Cet effet se traduit par l'apparition d'une aimantation nucléaire 

macroscopique M


qui précesse autour de  0B


. Le champ 1B


de fréquence 

variable est beaucoup plus faible. Il assure l'inversion de populations des 
sous niveaux d'énergie. Cette inversion de population se traduit par le 

basculement de M


dans le plan xOy (Fig 1). 

Après coupure de l'excitation 1B


, le système perturbé retourne vers sa 

position d'équilibre. Ce retour à l'équilibre s'explique par le phénomène de 
relaxation, le système de spins cèdant de l'énergie aux spins voisins et au 
réseau [1-4]. Le retour à l'équilibre signifie que l'aimantation retourne 
vers sa position initiale. Ce phénomène se traduit électriquement par la 
détection, au niveau de la bobine radiofréquence, du signal de précession 
libre ou Free Induction Decay (FID) [4-6].  

 La description formelle de ces différentes opérations est faite par les 
équations de Bloch que nous rappelons dans le paragraphe suivant. 

L

M. KHELIF 
F. DERRAZ 
Faculté des Sciences de l'Ingénieur 
Université A. Belkaid 
B.P. 119, Tlemcen 13 000 (Algérie) 

  صخمل
ار مطیافیة الرنین المغناطیسي النووي، ھدفنا طي إف

ھو حساب طیف الامتصاص المتعلق بإشارة مبادرة 
مل طریقة التنبؤ الخطي،عنست  FIDالاعتدالین الحرة

ذا یعني حل مسألة التنبؤ الخطي بالاستغلال طریقة ھو
SVDیدة رالارتباط المتبادل مع تقنیة التحلیل بالقیم الف

جل عكس مصفوفة الارتباط المتبادل. فھذه التقنیة أمن 
ھي مصدر عدد من المشاكل عندما تكون الإشارة 

وقت أطول  لزمتست مضججة وفي نفس الوقت ھذه التقنیة
عندما تكون سعة المصفوفة كبیرة جدا. لھذا نقترح تقنیة 

مى التحلیل الثلاثي سوت SVDقة من طریقة شتجدیدة م
ULV من وقت الحساب وتحقیق عكس مصفوفة  لحد

الارتباط المتبادل بدون أخطاء. لھذا  نحسب طیف 
أخیرا نقارن . FFTو   SVDتقنیة سطة الامتصاص بوا

ود بكل ھذه التقنیات مع طیف جودة الطیف الموج
  .FFTالي المحدد بواسطة مثالامتصاص ال
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Figure 1: Basculement de l'aimantation sous l'action de 1B


. 

 

1. GENERATION DU SIGNAL FID 

Classiquement, le phénomène de R.M.N est décrit par 

les équations du mouvement de l’aimantation  M


: 

 0MMRBMγ
dt
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     : constante de Planck divisée par 2, 
I      :  nombre de spin, 
Na     :  nombre de molécule par unité de volume, 
R     : matrice de relaxation, 
T2      :  temps de relaxation transversale, 
T1      :  temps de relaxation longitudinale, 

BK  :  constante de Boltzmann,   

T     :  Température  absolue. 

La résolution du système d'équations différentielles 
nous donne:  
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avec (t)jM(t)M(t)M yxT    

et dtB
p





0

1  

où   est l'angle de basculement de l'aimantation M


. 

p  est la durée pour laquelle l'échantillon est excité par le 

champ 1B


. 0ω  est la pulsation de résonance.  

Le retour à l'équilibre de l'aimantation libère une 
énergie sous forme de flux magnétique. Ce flux induit un 

signal au niveau de la bobine, composant essentiel d'un 
spectromètre[16-18]. Ceci permet de détecter le signal FID 
sous forme électrique dont l'expression est:  

 








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eV

dvMB
tt

tφ
te


1)(           (1.6) 

eV étant le volume effectif de la bobine.   

Cette aimantation, induite dans la bobine,  nous permet 
de détecter un signal radiofréquence qui est le FID. 

Dans les expériences RMN, le signal FID provient d'une 
somme de sinusoïdes  amorties telle que : 

       tπνjdφφjate iii

K

i

i 2expexp 0

1




         (1.7) 

ia : amplitude de la ième composante de  e(t). 

0 : phase d'ordre zéro.  

iφ : phase d'ordre i.  

id : facteur d'amortissement. 

i : fréquence de résonance. 

De plus, ce signal est noyé dans un bruit de diverses 
natures: quantique, thermique, etc. La figure 2 représente le 
signal FID synthétique noyé dans du bruit gaussien coloré; 
il est de la forme: 

      tbtetm x              (1.8) 

 tmx  représente la partie réelle du FID entaché de bruit. 

 

 
 

Figure 2: Le signal F.I.D. 
 

2. RAPPELS SUR LA PREDICTION LINEAIRE 

La prédiction linéaire consiste à modéliser le signal FID 
sous forme échantillonnée comme étant la somme pondérée 
de son passé, soit : 

    1,...,,ˆ
1




Npnknmanm
P

k
xkx         (2.1) 

Notons que l'ordre de prédiction  est Kp  .   



Résolution du problème de prédiction linéaire par la méthode ULV. Application au signal FID. 

 52

En développant cette relation pour N échantillons nous 
aurons la forme suivante : 
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Nous pouvons maintenant définir la matrice contenant 
les échantillons comme la matrice signal, écrite sous la 
forme: 
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Comme nous avons précisé que le signal FID est 

toujours entaché de bruit, ainsi nous décomposons X 
comme: 

BSX     
où S représente la matrice  du signal pur et B représente la 
matrice du bruit. Nous savons que la matrice bruit est de 
rang plein; par contre, la matrice signal pur est 
généralement défective. Dans ce cas, l'ordre de prédiction 
de la matrice signal entaché par le bruit est supérieur au 
rang de la matrice signal pur, soit: 

plKaveclSRang )(  

Le vecteur de prédiction linéaire est déterminé par la 
minimisation au sens des moindres carrés du critère J. Le 

critère J caractérise l'écart entre le signal idéal xm et le 

signal estimé xm̂ , d'où : 

    xx
T

xx mmmmEJ  ˆˆ           (2.4) 

En combinant les relations  (2.2) et (2.4) nous obtenons:   

     x
T
xx

TTTT mmEmXEaaXXEaJ  22      (2.5) 

Remarquons que la quantité  XXE T  représente la 

matrice de corrélation; nous la notons par XR . De même, 

la quantité  x
T mXE représente le vecteur de corrélation 

noté r . 

Afin de simplifier le problème de prédiction linéaire, il 
est d'usage de considérer que les propriétés de stationnarité 
et d'ergodicité au second ordre du FID sont vérifiées. 
Notons que les propriétés de symétrie et de positivité de la 
matrice de corrélation simplifient la résolution du problème 
de PL. En effet, ces propriétés permettent d'affirmer que le 
critère J a un minimum unique [7-9]. La localisation de ce 
minimum est obtenue lorsque le gradient du critère est égal 
à zéro. 

0




a

J
 

La résolution de ce problème nous donne donc le 
vecteur de prédiction sous la forme: 

rRa X
                (2.6) 


XR est le pseudo inverse de la matrice de corrélation.  

Finalement, le problème de prédiction linéaire nous 
conduit à inverser la matrice de corrélation. Ce problème 
d'inversion de la matrice de corrélation et l'ordre de 
prédiction optimal ont fait l'objet de plusieurs travaux 
[7,8,12]. Plusieurs techniques pour réaliser l'inversion de 
cette matrice ont été proposées dans la littérature. Parmi les 
techniques célèbres, nous citons la décomposition SVD et  
la décomposition orthogonale QR qui connaissent un  
champ d'application très important en RMN de part leur 
précision, stabilité et rapidité de calcul [7,13,14,15]. 
Cependant, ces techniques présentent des problèmes 
lorsque les dimensions de la matrice de corrélation 
augmentent [7,19], notamment en RMN haute résolution et 
lorsque la matrice à inverser est mal-conditionnée. Le 
mauvais conditionnement est dû au bruit sur le signal FID 
[8,19]. En fait, le problème qui se posera est la 
détermination du rang de la matrice ou encore l'ordre 
optimal de prédiction. C'est dans cette optique que Stewart 
a introduit une nouvelle décomposition basée sur un 
compromis entre les décompositions orthogonales et la 
décomposition SVD [10,13,15]. Dans ce but, nous 
exploitons les propriétés de cette décomposition pour 
déterminer le spectre d'absorption correspondant au signal 
FID. Nous rappelons succinctement les concepts de la 
décomposition SVD et ULV [10,13,14,15]. 
 
3. RESOLUTION DU PROBLEME DE PL 

3.1 Propriétés de la matrice de corrélation  

La résolution du problème de prédiction linéaire a fait 
l'objet d'un nombre important de travaux, particulièrement 
en RMN [7,8,11,13,14,19]. Ces travaux concernent la 
matrice signal où l'on considère les échantillons effectifs du 
signal FID. Dans ce travail, nous procédons autrement. En 
effet, nous considérons la matrice de corrélation, qui est une 
matrice de Toeplitz.  Sachant que le FID est ergodique et 
stationnaire au second ordre, nous pouvons écrire: 

  pNbb
TT IpNSSXXE  2)(              (3.1) 

où 2
bb  est la variance du bruit. 

pNI    est la matrice identité. 

D'autre part, nous savons que lorsque nous faisons 
plusieurs accumulations, la forme du FID change d'une 
accumulation à l'autre. Cela est inhérent au bruit, d'où: 
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       (3.2) 

Compte tenu des hypothèses précédentes, alors tous les 
éléments de la matrice signal et ceux de la matrice bruit 
sont décorrélés. 

    0 SBEBSER TT
SB           (3.3) 

Finalement, l'expression ( 3.2) s'écrit sous la forme: 
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De cette relation, nous voyons bien les différentes 
corrélations : 

BSX RRR                (3.5) 

 
3.2. Décomposition en valeurs singulières  

L'analyse de la matrice de corrélation est fortement liée 
à la décomposition SVD de la matrice X.  Dans ce but, nous 
analysons d'abord la matrice signal, puis la matrice de 
corrélation. 

Si X est une matrice de   ppN  , alors il existe deux 

matrices orthogonales: 

 TpNuuU  ,...,1 de dimensions   ppN   
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Les iu  sont les vecteurs singuliers gauches et les iv  les 

vecteurs singuliers droits. Les éléments diagonaux non 
négatifs de   sont les valeurs singulières de la matrice 
signal. Elles définissent  l'ensemble du spectre singulier. Si 
la matrice signal est une matrice creuse, dont le 

lXrang )(  est tel que pl  , alors il est possible d'écrire 

la décomposition en valeurs singulières de la matrice X  tel 
que : 
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 luuU ,...,11  de dimensions lpN  )(  

 lvvV ,...,11  de dimensions lp  

et  ldiag  ,,11  , 

Finalement, la décomposition de la matrice de 
corrélation sera de la forme: 
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Cette dernière forme n'est autre qu'une décomposition 
propre [11]. Elle présente un avantage par rapport à la 
matrice signal. En effet, les valeurs singulières faibles 
retrouvées dans la matrice signal sont encore beaucoup plus 
faibles dans la matrice de corrélation. 

Cependant, il est très difficile de réaliser une 
décomposition SVD lorsque les dimensions de la matrice 
sont très grandes. De plus, le temps pour calculer la matrice 
diagonale est prohibitif.  Pour résoudre ces problèmes, nous 
proposons la décomposition orthogonale ULV qui, jusqu'à 
l'heure actuelle, n'a pas été appliquée dans le domaine de la 
RMN.  
 
3.3. La décomposition ULV  

Dans ce cas, nous remplaçons la matrice diagonale par 

une matrice triangulaire inférieure. Si le rang de la matrice 
de corrélation est exactement l, alors nous avons deux 
situations. La première situation est que les valeurs 
singulières pl σσ ,...,1  sont nulles. Le rang numérique l est 

donc exactement l'ordre de prédiction. Tandis que si les 
valeurs pl σσ  ...1  sont faibles comparées à la valeur 

singulière lσ , alors ces dernières sont tronquées. Il est 

démontré que si les valeurs singulières faibles sont 
tronquées, la décomposition ULV obtenue est à rang 
révélateur. Justement, c'est l'objectif de la décomposition 
ULV à rang révélateur [10,20]. Autrement, le rang 
numérique, dans ce cas, est le nombre des valeurs 
singulières  supérieures à un certain  seuil τ.  

Le seuil révélateur commandera l'ordre de prédiction. 
Comme il a  été décrit dans la littérature, nous disposons de 
deux algorithmes pour le calcul du rang de la matrice, l'un 
permet de calculer le rang le plus élevé, et le second  
calcule le rang le plus faible. L'ordre de prédiction sera 
donc borné par deux valeurs tel que : 

maxmin . lll   

   En partant de la décomposition ULV de la matrice 
signal, réalisée par le produit de deux matrices orthogonales   
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La décomposition ULV appliquée à la matrice de 
corrélation  nous donne:  
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avec   llmin L   et 1
2

 lσEH   

 .minσ  est la plus petite valeur singulière de la matrice lL . 

lL est une matrice triangulaire inférieure non singulière  

d'ordre l . La matrice E  contient les valeurs singulières 
associées au bruit. 

Finalement, la solution de notre problème est de la 
forme: 
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4. EXPLOITATION DES RESULTATS 

Nous considérons un signal FID synthétique obtenu par 
le biais d'une expérience simulée du proton. Nous prenons 
une solution de 1cm3 de liquide qui est en fait notre 

échantillon. Cet échantillon est soumis à une induction 0B


 

(3.8)
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d'intensité 2,35T. Le champ radiofréquence a pour valeur 
5,87mG. Après coupure de l'excitation,  l'échantillon libère 
de l'énergie préalablement absorbée sous forme d'un signal 
de précession libre que nous voulons analyser. Pour ces 
conditions expérimentales, les coefficients du FID sont: 
i=1 

1a =1 

0φ = 0  

1φ = 0  

1d =1s 

1ν =1Khz   

Après les opérations suivantes [21]: 
- conditionnement, 
- détection  en quadrature de phase,  
- filtrage passe bas ( fréquence de coupure 2,5 KHz), 
nous obtenons un signal analytique dont les composantes 
fréquentielles ne dépassent pas 2 KHz. 

Pour simuler le FID dans son environnement naturel, 
nous devons considérer l'effet du bruit.  En réalité, le bruit 
résultant dans les expériences RMN, n'est pas facilement 
modélisable. Nous allons nous placer dans le cas le plus 
défavorable. Ainsi, nous supposons que le bruit est du type 
gaussien coloré.  

Pour mener  cette étude, nous avons considéré un signal 
FID pur non entaché de bruit. Ce même signal synthétique 
est maintenant noyé dans un bruit coloré gaussien. Dans 
notre étude nous avons considéré deux valeurs du rapport 
signal sur bruit (Signal to Noise Ratio: SNR). Le spectre 
des deux précédents signaux est calculé par une FFT à 512 
points. Par la suite, nous avons traité le signal FID par la 
méthode de prédiction linéaire en appliquant les deux 
techniques ULV et SVD pour l'inversion de la matrice de 
corrélation. Précisons que seule la partie réelle du FID 
analytique est prise en compte [21]. Nous procédons au 
calcul du vecteur de corrélation de 31 éléments et nous 
formons la matrice de corrélation dont la structure est, 
rappelons-le, celle de Toeplitz,.  

Afin de montrer le rôle du rang révélateur, nous avons 
tracé les valeurs propres associées à la matrice de 
corrélation pour quatre valeurs du SNR. 

 

 
 

Figure 3: L'évolution des valeurs propres en fonction du SNR. 

 

 

 

 
Figure 4: Spectre d'absorption du signal FID pour différents SNR. 
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La figure 3 montre la différence entre les deux 
premières  valeurs  propres et  le  reste  des  valeurs aussitôt 
que le SNR augmente. Nous remarquons que le nombre des 
valeurs propres associées au bruit est élevé par rapport au 
valeurs propres associées au signal. Cependant, si le SNR 
chute considérablement, il est alors très difficile de 
distinguer les valeurs propres associées au signal de celles 
associées au bruit. Notons au passage l'intérêt de ce graphe, 
en ce sens qu'il nous renseigne sur l'ordre de notre 
prédicteur, et que de plus il nous permet de fixer le taux de 
troncature   dans la décomposition ULV.   

Après inversion de la matrice XR , nous calculons le 

vecteur de prédiction pour les quatre valeurs différentes du 
SNR. Nous traçons par la suite les spectres d'absorption  
obtenus par les deux techniques SVD et ULV. Les 
coefficients obtenus sont ceux d'un filtre autorégressif 
(AR). 

Les figures 4(a, b, c, d) représentent chacune le spectre 
d'absorption pour quatre valeurs du SNR.  Ces spectres sont 
obtenus par l'application de la FFT et la PL. Pour la PL 
nous avons utilisé deux techniques: SVD et ULV. Pour la 
ULV, nous avons utilisé deux algorithmes: HULV et 
LULV.  

Le premier algorithme calcule le rang le plus élevé de la 
décomposition tandis que le second calcule le plus faible 
rang associé à la décomposition [10,15]. Conformément à 
la théorie, nous avons confirmé les valeurs minimale et 

maximale de l'ordre de prédiction 21  l  pour un SNR 

fort. Cependant l'ordre de prédiction peut valoir 3 pour un 
SNR faible. 

Pour comparer les performances des techniques 
utilisées, nous considérons les fréquences de résonance et 
les temps de relaxation T2. La fréquence de résonance 
obtenue à partir de la FFT du signal bruité est pratiquement 
proche de la référence qui est de 1000 Hz, ceci étant valable 
quelque soit la valeur du SNR, tandis que la fréquence de 
résonance déterminée à partir des techniques SVD, LULV 
et HULV est différente de la référence de 0,2%. Nous 
pouvons donc dire que les résultats sont très proches. La 
technique utilisée n'influe donc pas sur la fréquence de 
résonance. 

Comparons maintenant le temps de relaxation pour les 
différentes techniques. Le paramètre T2 de référence est de 
1/22 s. Lorsque le SNR est suffisamment fort, jusqu'à 15 
dB, les différentes techniques paramétriques nous donnent 
pratiquement le même T2. Par contre, sa valeur, à partir de 
la FFT, est différente de 10% par rapport à la référence. 
Lorsque le SNR est faible, de l'ordre de 5 dB, comme c'est 
le cas en RMN, la FFT ne permet pas la détermination de 
T2, alors que la méthode LULV nous donne un résultat plus 
précis. 

D'autre part, la méthode ULV est plus performante en 
terme de stabilité et de temps de calcul.  Ceci provient de la 
troncature des valeurs propres non signifiantes. 

 Un calcul effectué sur un PC PIII 450 MHz, montre que 
le temps de calcul  nécessaire pour une inversion par ULV 
est plus court que pour la SVD; le temps de traitement pour 
la méthode SVD est estimé à 690 s et pour la ULV, il est  
de  601s.      

 

CONCLUSION 

La spectroscopie RMN connaît des développements 
importants et des applications très variées; l'élément 
principal d'analyse et de synthèse est certainement le signal 
de précession libre ou FID, car il est en quelque sorte la 
fiche signalétique de l'échantillon à analyser. Or, le FID est 
très faible en termes de tension, de l'ordre  du v. Il est 
donc clair qu'il est très difficile de le discerner du bruit dont 
l'origine est quelconque. Devant cette situation, il est 
impératif de mettre au point des techniques d'acquisition et 
de traitement très performantes. L'acquisition du signal a 
été partiellement abordée dans nos travaux [16-18]. Nous 
nous sommes intéressés également à la partie traitement. En 
effet, nous avons appliqué au FID la FFT classique, les 
ondelettes et la prédiction linéaire avec toutes ces variantes 
[19]. En analysant les avantages et les inconvénients de ces 
techniques, nous avons présenté l'intérêt de la prédiction 
linéaire basée sur la SVD et la ULV. Nous avons montré les 
performances de la décomposition ULV par rapport à toutes 
les autres techniques en termes de précision des résultats, 
stabilité et rapidité des calculs. Nous rappelons que cette 
étude concerne uniquement un FID synthétique. Il serait 
alors intéressant de l'étendre à un FID généré dans une 
expérience réelle en spectroscopie simple irradiation. 
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