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Résumé

Nous proposons une approche générale des critéres de résistance a la rupture pour des
matériaux présentant une dissymétrie de comportement en traction et compression. Elle est basée
sur 1’égalité des énergies de rupture en traction et compression et repose sur le concept
d’endommagement associé a un formalisme énergétique.
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our des raisons de gain de poids, on peut étre amené a utiliser, dans

les structures porteuses, des matériaux plus résistants, donc plus
fragiles. Il apparait toutefois, dans de nombreux cas, que ces matériaux
fragiles présentent une dissymétrie de comportement en traction et
compression. Cette dissymétrie concerne a la fois les limites d’élasticité,
les modules d‘élasticit¢ ou de Young, les endommagements volumiques
et les déformations a rupture. Parmi les matériaux présentant ce type de
comportement, citons les composites, les bétons, les aciers hautement
alliés, les alliages a base d’aluminium et de magnésium, les fontes, les
métaux frittés, etc.

Dans cet article, nous proposons une approche générale des critéres de
résistance a la rupture pour ce type de matériaux. Elle est basée sur
I’égalité des énergies de rupture en traction et compression et repose sur
le concept d’endommagement associé¢ a un formalisme énergétique.

1- METHODOLOGIE DE L’APPROCHE

On considére un matériau dont les diagrammes "contrainte-
déformation" sont non linéaires et présentent des résistances ultimes en
traction R et compression R- différentes et des modules élastiques sécants
en traction E* et compression E- non identiques. Le matériau est
caractérisé par un module de dissymétrie y = R*/R. Pour certains
matériaux constitutifs de structures, les valeurs de y sont reportées dans le
tableau 1. Remarquons que pour un corps idéalement fragile y = 0, et
idéalement ductile y = 1.

La plupart des critéres de rupture pour les matériaux métalliques ne
prennent pas en compte ce comportement [1]. Il est pris en compte pour
les critéres de résistance des matériaux composites, les roches et les
bétons, mais ces critéres sont rarement utilisés faute de quantification de
la dissymétrie du comportement. Pour palier a ce manque d’informations,
nous proposons une méthode permettant de calculer le module de
dissymétrie.
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Matériaux X Matériaux X notamment en approche méso
Fontes 0,2 + 0,95 | Céramiques métalliques 0,1 +0,4 mécanique mais elle est encore
Aciers ordinaires 0,9+ 1,0 | Plastiques thermodurcissables 0,2+0,5 actuellement  quasi utilisée par
Aciers a outils 0,4+ 0,5 | Composites a fibres de carbone 0,2 +0,6 les egenieurs. De. nombre.uses
Babbits 05-08 | Verres 0.07 =02 tenftatwes pour établir un rcrlltere

2 2 2 2 universel pour tous les matériaux,

Tableau 1: Coefficient y [Ipour quelques matériaux fragiles.

Elle est basée sur une hypothése appelée H dans la
référence [2] qui repose sur 1’égalité des énergies de rupture
en traction et compression. Les fondements de cette
hypothése sont ceux de la physique du solide. La rupture a
I’échelle atomique est la somme de processus de rupture de
liaisons atomiques. L’aire sous les courbes contrainte-
écartement des distances inter atomiques représentent
I’énergie surfacique de rupture qui est intrinséque a la
surface et non au mode de sollicitation conduisant a la
création de cette surface. Comme ce phénoméne concerne
des matériaux fragiles, il est naturel de linéariser le
comportement mécanique de ces matériaux a la fois en
compression et en traction. L’hypothése H qui traduit
I’égalité des densités d’énergie de déformation mises en jeu
s’écrit :

(R*)?/2E* =(R™)* /2E~

Les des
respectivement les modules sécants en traction E*et en

(M

pentes diagrammes  linéarisés  sont

compression E~ .
On définit le coefficient ¢ comme le rapport de ces

modules sécants E=E*/E~.
Le rapport ¢ est relié au module de dissymétrie y par la

relation :
¥=R"/R =E*/E~ = )

Dans ce cas, les résistances ultimes et les modules
d’élasticité ne sont pas indépendants entre eux. Cette
remarque n’est pas traditionnellement prise en compte en
mécanique des milieux continus traditionnelle.

Une relation similaire se rencontre en mécanique de
rupture. La formule fondamentale de Griffith de présente
sous la forme suivante:

RT =IVE* 3)
A=y/20/(zl) ; [ est la demi longueur de fissure, /~ 1’énergie

surfacique de rupture.
Une conséquence de l’introduction de I’hypothése H

conduit & introduire le rapport R*/R™dans les constantes
d’élasticité. Cette complication est la source de la faible
utilisation des critéres de rupture dissymétriques.

Dans ce qui suit, nous allons présenter les critéres de
plasticité et de rupture comme des grandeurs normalisées,
ce qui les assimile a des endommagements. Ces critéres
sont tenus de satisfaire aux équations aux dimensions.

2- CRITERES DE RUPTURE DISSYMETRIQUES

On dénombre dans la littérature plus d’une trentaine de
critéres de rupture qui sont tous basés sur I’idée de ramener
I’état de contrainte triaxial a un état de contrainte uniaxial
de traction. Cette démarche commence a étre contestée
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isotropes  ou non, fragiles
ou ductiles, avec comportement
linéaire ou non, compressibles ou incompressibles, sont
restées vaines en raison de leur complexité et du nombre de
parameétres a identifier. La solution retenue consiste a
trouver le critére le mieux adapté au matériau considéré.

Il peut étre envisageable que ce probléme soit lié a la
non utilisation du théoréme w de la théorie classique des
équations aux dimensions.

Dans notre cas, on utilisera des grandeurs normalisées
du type o* = /R associées a la condition 0 < o*<1. Ces
grandeurs sont comparables a des endommagements car
o* = 0 pour le matériau a I’état initial et o* =1 pour le
matériau rompu.

Pour illustrer ce concept, nous considérons un état de
contraintes défini par ses trois contraintes principales o,
o2, 03. Nous ferons I’hypothése que o7 et o» sont de traction

et o3 de compression. L’amplitude des contraintes
normalisées représente le taux de travail :
o 4] 0-3
—S=—— 4)
R R R

o. est la contrainte équivalente qui permet le passage de
I’état triaxial a I’état uniaxial. La relation (4) est connue
sous le nom de critére de Mohr et peut s’écrire:
Oc =01 -}.02

Mohr,

(%)
La relation de en terme de contraintes

normalisées, s’écrit :

* * *
O-e :O-l _0-3 (6)
* . y . .-
o, est la contrainte équivalente normalisée ou
endommagement équivalent qui rameéne un

endommagement triaxial a un endommagement équivalent
uniaxial.

La méthode peut étre étendue aux écarts types de
I’ensemble des contraintes principales. Dans ce cas,
I’application du test de Fischer permet d’obtenir une
estimation quantitative de 1’endommagement triaxial sous
forme d’une fonction quadratique sous la forme :

[F R G HR -

Oc

R+

0]
R+

)
R+

0y 0p 0y O3 03 0]
—ky| A 7
R*"R™ R" R~ R R
ko est un parameétre du matériau qui représente

physiquement les interactions entre contraintes principales
(c’est D’effet Poisson) ainsi que les hétérogénéités de
structure. ko est appelé paramétre de contraction. Les
valeurs du parametre ko peuvent étre obtenues par des
essais de rupture selon deux axes. Nous ajouterons

I’hypothése que les endommagements sont indépendants du
signe des scissions et nous obtenons ainsi :
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ky, =24p 1 (8.a)
W =ETE (8.b)

La relation (8.a) donne [I’interprétation physique du
parameétre ks. La relation (8.b) est la relation de base pour
un comportement dissymétrique du matériau [1]. Pour les

matériaux ductiles ks=1et u* =pu~ =u=0,5. Dans ce cas,

le critére se raméne au critére bien connu d’Huber-Mises.

Pour les matériaux au comportement dissymétrique et
aux propriétés dispersées, nous écrirons ce critére sous la
forme :

*2

O

2 2 2
zaf +0; +0; —k”(0f0§+0;0;+0§01*):1 )

Remarquons que I’application du test de Fischer sur les
valeurs de la dispersion de ces états limites prend en
compte a la fois les approches statistiques et
phénoménologiques.

Ce critéere a ¢été utilisé sur une large gamme de
matériaux fragiles. Un traitement statistique de plus de 300
courbes limites de matériaux fragiles rassemblées dans une
monographie [3] a permis de donner les valeurs suivantes

au parameétre ko (Tab.2).

Matériaux fragiles Paramétre Ko
Fontes 0,4+0,9
Aciers ordinaires 0,5+1,0
Alliages Al, Mg, Ti 0,6 +1,0
Polymeéres isotropes 0,8+ 1,0

Tableau 2: Valeurs du paramétre kg.

Dans ce tableau sont en outre ajoutés les intervalles de

variation du parametre ko. La dispersion importante est due
au faible nombre d’essais et a I’hétérogénéité de la
population d’essais étudiée. On peut formuler le critére (9)
en terme de déformations équivalentes :

*2 [81*2 +&52 +8;2 —ke(sl*s’; +6563 +8;81*)] (10)

Ee

— 2
=a;

\ * , . , . -,
ou ¢,est la déformation équivalente normalisée.

L’endommagement en terme de déformation est défini de la
facon suivante:

e*=ele} pour £>0; e*=¢/e; pour £<0. (11)
En raison de I’hypothése H, les déformations critiques
en traction &y et en compression &g sont liées entre elles

par la relation :
(12)
A partir du coefficient ks, on peut définir les paramétres

alet k,:

+.t _ p—o—
R7ep =R ey

a? =Q2-k,)/(1-k,)2+k,) (13)
k, =2k, I(2—k,) (14)

En coordonnées o.-&, la loi de Hooke généralisée se
présente sous la forme classique :

— +
o.=E"¢

e =

(15)

€
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La normalisation des contraintes et des déformations, en
terme d’endommagement, permet d’écrire les critéres de
rupture pour les matériaux anisotropes de facon habituelle
et de prendre en compte le caractére statistique de ces
grandeurs.

3- DENSITE D’ENERGIE DE DEFORMATION
ELASTIQUE EQUIVALENTE

Un matériau linéaire élastique, travaillant en traction et
en compression, développe une énergie potentielle linéaire
¢élastique appelée généralement densité d’énergie de
déformation W.

W =050, =0,50% /| E =0,5Es? (16)

En terme énergétique, le critére de rupture s’énonce par
W = Wg; Wg est la valeur de la densit¢ d’énergic de
déformation critique définie par W;=0,5R-¢; . En utilisant
des grandeurs normalisées, le critére de rupture s’écrit :

W= W/Wr=1
W* est appelé ’endommagement énergétique.

Selon Ambartsoumian [1], la définition correcte de la
densité d’énergie de déformation pour un matériau linéaire
¢élastique est un probléme compliqué. Une dizaine de
définitions plus ou moins complexes et non cohérentes
entre elles ont été proposées. Certaines nécessitent des
considérations particuliéres.

Le formalisme de cette densité d’énergie de déformation
est la base de la mécanique des milieux fragiles. Il se
simplifie si on utilise des grandeurs normalisées. La densité
d’énergie de déformation élastique, pour un état de
contrainte triaxial, s’écrit :

W=0,502/E" =05E"¢?2 (18)

Ceci nous ramene au critere (9). Lorsque le
comportement du matériau est linéaire élastique, on peut
alors définir la densité d’énergie de déformation élastique
normalisé W* sous la forme :

Wt =o€ (19)
Cette grandeur permet de retrouver la formule classique

de Clapeyron et les généralisations des théorémes de Green
et de Castigliano :

a7

(20)

Le formalisme des relations (20) permet de retrouver les
équations de ’¢lasticité linéaire:

ot =a2len 05K, (&) +em) b
Ere =00 =05k, (0, + 0 ) 1)

* p—

01]

* S
g avec I # j=x,y,z

Dans le cas d’un matériau incompressible, nous avons
ks et la convertibilité des équations (21) est perdue.

On peut interpréter les relations (21) comme une loi de
sommation linéaire d’endommagements par un état de
tension complexe, car les grandeurs normalisées &* et o*
définissent les endommagements en contraintes et
déformations.
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4- APPLICATIONS: RUPTURE DES MATERIAUX
FRAGILES SOUS MODES DE CHARGEMENTS
DIFFERENTS

4.1- Flexion circulaire d’une poutre de section
droite rectangulaire

La condition énergétique liée a 1’hypothése H, dans le
cas de flexion circulaire d’une barre rectiligne, se présente
sous forme d’un critére d’égale résistance pour la partie
tendue et la partie comprimée. Ce critére permet d’obtenir
une résistance limite R" et le module de I’élasticité E" sous
la forme suivante [2] :

EC =4E* /(1+ x)? ; R" =2R* /(1+ y)=mR* (22)

Le coefficient m montre 1’augmentation du moment
fléchissant calculée par rapport a la valeur donnée du
moment résistant de la section.

La comparaison entre les valeurs calculées mca et
expérimentales mey du paramétre m pour des poutres de
section droite rectangulaire en fontes grises de composition
différente [2, 3] est indiquée dans le tableau 3.

diagramme de traction s’obtient en divisant par ﬁ les
valeurs des ordonnées et en multipliant par ce méme chiffre
les valeurs des abscisses. Dans ce cas limite, le module de
Coulomb est reli¢ au module de Young par la relation
3G=E.

Les relations du type (24) pour les matériaux fragiles
avec des propriétés dissymétriques (résistances ou modules
d’¢élasticité) ont la forme [3]:

Wep=05R")*/E*=05R")*/E" =05t5y5 =... (25)

Les caractéristiques de traction et de torsion sont liées
par les relations :

tp =R 1+ 22+ yk, 1 G=E* {1+ 52+ 4k, ) (26)

L’égalité des travaux limites pour le cas de la traction,
compression et torsion est une hypothése relativement
simple, mais conduit a des formules simplifiées, validées
par des essais de rupture sous sollicitations biaxiales.

Les relations (26) permettent de calculer la résistance a
la rupture en torsion a partir des valeurs expérimentales de
résistance a la rupture en traction et en compression. Les
valeurs obtenues pour quelques aciers a outils [3] sont

Tableau 3: Valeurs du paramétre m en flexion circulaire pour une
barre de section droite et rectangulaire.

On voit sur ce tableau que ’erreur moyenne o sur la
valeur calculée du paramétre m est de 1’ordre de 10,5%. Si
on accepte la condition classique R" = R*, I’erreur obtenue
est de 43,4% par rapport a la valeur moyenne expérimentale
avec un paramétre m = 1,767. On voit que 1’approche
traditionnelle minimise les résistances limites des poutres
réalisées en matériaux fragiles. Des résultats analogues
peuvent étre obtenus sur d’autres matériaux fragiles comme
les verres, les céramiques, etc.

4.2- Torsion d’un arbre de section circulaire

Si on considére une barre en matériau linéaire-¢lastique,
la rupture en traction (compression) se produit pour les
valeurs R de la contrainte a rupture et ez de déformation a
rupture. Dans le cas de la torsion, 1’état limite est atteint

pour :
TR =R/ 24k, ; yp=¢cp+/2+Kk, (23)

Les relations (23) indiquent 1’égalité des aires sous des
diagrammes de traction et de torsion, et donc 1’égalité des
énergies de rupture en traction et torsion :

Wy =051,y =0,5Re, =0,5t2/G=05R*/E  (24)
Si on introduit la valeur k; = 1 dans les relations (23), on

retrouve le résultat classique pour un matériau ductile
incompressible. Le passage du diagramme de torsion au
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Type de m 0 reportées dans le tableau 4.
fonte grise X E exp | Mcal | 8%

CU15-32 0,23 10,053 | 2,13 1,63 | 23,5 Type Caractéristiques de l'acier

CU21-40 | 028 | 0.078 | 190 | 1,56 | 17.0 & acier | R k| oo T

CU24-44 | 028 | 0078 | 1.83 | 1,56 | 14.8 doutils | (MPa) | (MPa) | vpay| % | (MPa)

Cu28-48 | 028 | 0078 | L71 | 1,56 | 388 PIg 1980 | 4100 | 1720 | 048 | 1673

Cu32-52 | 029 10084 1,62 | 1,55 | 4.3 P9 2160 | 4500 | 1850 | 0.48 | 1826

gg gg - 28 g’ig 8’823 igg igg ié oXC 2130|5100 | 1830 042 | 1852
- : : ’ ’ ’ V2 | 2170|5150 | 1790 | 042 | 1887

Tableau 4: Résistances a la rupture des aciers a outils.

L’examen des valeurs expérimentales ainsi obtenues
conduit a une valeur moyenne du paramétre ks = 0,35 pour
les aciers a outils. La formule (26) et les données du tableau

permettent de calculer la limite de résistance en torsion

¢! avec une erreur moyenne § = 2,65%. A titre de
comparaison, le critére de O. Mohr donnait une erreur
0 =24,6% dans ce cas.

Pour les matériaux élastoplastiques, les formules (26)

conduisent aux résultats connus :

tp =R/\3 ;G=E/3 Q7
4.3- Probléme de G. Lamé pour I’état de
contraintes biaxial

L’intérét du probléme posé réside dans le grand nombre
de possibilités d’application. On considére une rondelle
plate circulaire soumise a ’action d’une pression intérieure
q. Soit a et b les rayons intérieur et extérieur de la rondelle
et i son épaisseur dans la direction de 1’axe z, la solution de

G. Lamé dans le cas ou R*=R et E*=E donne le
résultat :

. =q'2—(b/r)2 1+(/r)

blaf -1 (b/a) -1

ou a<r<best la longueur courante selon un rayon de la

09 =94 (28)
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rondelle, et o, et op sont respectivement les contraintes
radiale et tangentielle. Remarquons que la somme des

contraintes o, +0, =0, /R™ +0,/R"et la déformation
axiale ¢; sont indépendantes de r.

Dans le cas des matériaux fragiles, 1’utilisation des
relations (21) conduit au résultat suivant :

. _q.1+(b/r)ﬁl ., _q1—(b/r}%+‘

by 1T T (bla)

Les relations (29) conduisent a la méme propriété
d’indépendance vis-a-vis du rayon :

29)

o, +0y=0,/R +0,/R" (30)

Dans le cas ou y = 1, les relations (29) sont identiques
aux formules classiques (28). Les points chauds sont situés
sur la surface intérieure de la rondelle ot nous avons :

_ lay(bla)*!
O (blay Al

g

. ; 31

L’utilisation du critéere (7), ou sous la forme non
dimensionnelle (9), permet de calculer la valeur de la
pression limite ¢max :

Goax = R /3% + Sk, x + 52 (32)
avee  S=[l+ /a0y |bray -] (33)

Ce résultat n’a pas pu étre vérifié expérimentalement et
devrait 1’étre pour confirmation de cette théorie.

CONCLUSION

Cet article présente une approche générale des critéres
de rupture et des équations de 1’élasticité linéaire pour les
matériaux fragiles aux propriétés dissymétriques en traction
et compression.

Ce critére est basé sur 1’égalité du travail de rupture en
traction et compression et un formalisme énergétique. Le
critére est présenté¢ en termes de contraintes normalisées
analogue a des endommagements. Il se présente alors sous
la forme quadratique permettant 1’établissement d’une
contrainte ou d’un endommagement équivalent qui raméne
I’état de contrainte triaxial (I’endommagement triaxial) a un
état de contrainte uniaxial de traction (I’endommagement
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uniaxial). Le critére ne fait intervenir qu’un seul paramétre
expérimental (parameétre de contraction).

Le dépouillement d’un nombre important de courbes
limites de déformation et de rupture de matériaux fragiles
aux propriétés dissymétriques en traction et compression
permet de donner quelques valeurs du coefficient de
dilatabilité. Ce critére a été vérifié expérimentalement sur
des aciers a outils et sur des fontes grises.

Liste des symboles

Résistance ultimes en traction,

R*,R™,7p4 ) )
compression et torsion,
E* E- . Modules sécants élastiques en traction et
b . .
compression,
+ - \ . :
x=R"/R™  Paramétres non dimensionnels de
g=E*+/E- Iésistance et de rigidité,
01,0,,03 . , . L
Contraintes et déformations principales,
81 B} 82 [ 83
Oos &, Contrainte et déformation équivalentes,
* . Le symbole de grandeur normalisée (ou
"endommagement"),
et o . Déformations critiques en traction, en
R>©R> yR . . .
compression et torsion,
u - Coefficient de Poisson,
ke * Parameétre de contraction,
w

* Densité d’énergie de déformation.
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