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Résumé

Cet article présente le modéle linéaire généralisé englobant les techniques de modélisation telles que la régression
linéaire, la régression logistique, la régression log linéaire et la régression de Poisson . On Commence par la
présentation des modeles des lois exponentielles pour ensuite estimer les parameétres du modele par la méthode
du maximum de vraisemblance. Par la suite on teste les coefficients du modéle pour voir leurs significations et
leurs intervalles de confiances, en utilisant le test de Wald qui porte sur la signification de la vraie valeur du
paramétre basé sur I'estimation de I'échantillon.

Mots clés : modeles linéaires généralisés, composantes aléatoires, le lien binomial, familles exponentielles,
méthode du maximum de vraisemblance, régression logistique.

Abstract

This paper presents the generalized linear model including modeling techniques such as linear regression, logistic
regression, log-linear regression, Poisson regression, is starting with the presentation of exponential models. Then
we estimate the model parameters by the method of maximum likelihood. Subsequently we test the model
coefficients to see their meanings and their confidence intervals, using the Wald test which focuses on the
significance of the true value of the parameter based on the sample estimate.

Keywords: generalized linear models, random components , link binomial, exponential families, method of
maximum likelihood logistic regression, log linear model
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Introduction :

En statistiques, le modéle linéaire
généralis¢é (GLM) est une généralisation de la régression
linéaire. Il permet d’étudier la liaison entre une variable
réponse Y et un ensemble de variables explicatives ou
prédicteurs(X,, X5, ..., X,). (1,2)

Les modeles linéaires généralisés ont été formulés
par (3,4) comme un moyen d'unifier les modéles statistiques
y compris la régression linéaire, la régression logistique ,
la Régression log linéaire , la régression de Poisson. Ils
proposent une méthode itérative dénommée méthode
des moindres carrés ré-pondérés itérativement — pour
l'estimation du maximum de vraisemblance des paramétres
du modéle. L'estimation du maximum de vraisemblance
reste populaire et est la méthode par défaut dans de
nombreux logiciels de calculs statistiques.

2-PRESENTATION DU MODELE LINEAIRE
GENERALISE :
2-1-Les composantes du modéle linéaire

généralisé :

Les modéles linéaires généralisés sont caractérisées par
trois composantes : la composante aléatoire, le prédicteurs
linéaire ou composante déterministe et la fonction lien.

- La composante aléatoire est définie par la
distribution de probabilité de La variable réponse y. Elle
peut étre choisie dans la famille exponentielle a laquelle
appartiennent les lois normales, binomiales, de Poisson,
gamma, etc... Une propriété de ces lois est que pour chacune
d’elle, il existe une relation spécifique entre 1’espérance
E(Y) =u et la variance Var(Y) = a(¢$)V(n), souvent

a(¢) = ¢

- La composante déterministe est définie par la
fonction linéaire des variables explicatives, utilisées comme
prédicteurs dans le modele. Dans un modéle linéaire
généralisé, I’espérance mathématique de Y, notée u, varie en
fonction des valeurs des variables explicatives. Le prédicteur
linéaire est exprimé sous forme d’une combinaison linéaire.
N = Lo+l X1+ oo+ Xy

La fonction lien exprime une relation fonctionnelle entre la
composante déterministe et la composante aléatoire. Elle
spécifie comment I’espérance mathématique de Y , notée p,
est liée au prédicteur linéaire construit a partir des variables
explicatives.

2-2-definition du modéle linéaire généralisé :
1- La composante aléatoire

Elle est définie par la distribution de probabilité de La
variable réponse.
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Soit Y3,Y;, ..., Y, des variables d’un n échantillon aléatoire
de la variable réponseY, ces variables étant supposées
indépendantes admettant des distributions issues d’une
famille exponentielle.

Chaque observation Y; admet une fonction de densité de la
forme :

fi,6i,¢) = exp{[y;0; — b(8)]/a(¢) + c(yi, )} [1]

Le parametre 0; est appelé paramétre naturel de la famille
a(¢)=2

exponentielle. La fonction a(¢) a la forme de -

L
ou les poids w; sont connus, ¢ est appelé paramétre de
dispersion.

Remarques

L’expression précédente représente la forme la plus
générale des modéles linéaires généralisés. Elle englobe
I’ensemble des lois usuelles utilisant un ou deux parameétres,
tels que la loi normale, I’inverse de la loi normale, la loi
gamma, la loi Poisson et la loi binomiale.

Dans lequel ¢ est un paramétre de nuisance. Si ¢ est une
constante connue (en générale elle est égale a 1) 1’expression
[1] se met sous la forme canonique suivante :

fi;0) = a(@)b(yexp [y;Q(6)] [2]

En posant :

Q@) = " 0@ = e [P o4)

b(y;) = exp [c(yi, P)].

- Le terme Q(8) est appelé le paramétre naturel de la
distribution. Tout autre paramétre de la distribution est
considéré comme un parameétre de nuisance(1,2).

- Cette famille [2] comprend de nombreuses distributions
importantes telles-que la loi de Poisson et la loi binomiale.
La valeur du parameétre 6; dépend des valeurs des variables
explicatives.

2- La composante déterministe :

La composante déterministe du modéle se rapporte a un
vecteur d'un ensemble de variables explicatives
n ="1n4,.. N, parun modele linéaire

n=Xp

La matrice X se compose de n valeurs des variables
explicatives, § est le vecteur des parameétres du modele, le
vecteur 17 est appelé prédicteur linéaire. La fonction lien
spécifie comment I’espérance mathématique de Y , notée p,
est liée au prédicteur linéaire construit a partir des variables
explicatives.

3-la fonction lien :

La fonction lien exprime une relation fonctionnelle entre la
composante déterministe et la composante aléatoire.
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Soit u = E(y) onposen = g(u).

Ou g est appelée fonction lien, c’est une fonction
différenciable et monotone.

Donc On peut modéliser I’espérance p directement comme
dans la régression linéaire, ou modéliser une fonction
monotone g(u) de I’espérance. On a alors :

La fonction lien qui associe la moyenne y au paramétre
naturel est appelée fonction de lien canonique. A toute loi de
probabilit¢ de la composante aléatoire est associée une
fonction spécifique de I’espérance appelée paramétre
canonique. Pour la distribution normale il s’agit de
I’espérance elle-méme. Pour la distribution Poisson le
parameétre canonique est le logarithme de 1’espérance. Pour
la distribution binomiale le parameétre canonique est la
probabilit¢ de succes. [3,4].Le tableau (1) résume les

guw) = X'B différents Types de modéles couverts par le modele linéaire
généralisé.
Composante Lien Nature des Modéle
aléatoire variables de
la composante
déterministe
Normale Identité Quantitatives Régression
Normale Identité Qualitatives Analyse du var
Normale Identité Mixtes Analyse du cov
Binomiale Logit Mixtes Régression logistique
Poisson log Mixtes Modeles log — linéaires
Multinomiale Logit généralisé Mixtes Modeles a réponses multinomiales

Tableau 1. Récapitulatif des principaux modéles

Les lois de probabilités telles que la loi normale, la loi de
poisson, la loi binomiale, la loi gamma et la loi de Gauss
inverse appartiennent a la famille des modeéles linéaires
généralisés ,elles sont définies ci-dessous.

2-2-1- La distribution de Poisson :

Soit y; désigne I’effectif de ’iem cellule distribué
selon une loi de Poisson de paramétresE(y;) = p; et
VAR(y;) = u; . Sa distribution de probabilité est définie
par:

7
fQiw) =e™ ;}_,

i

log f(yi; i) = (vilogu; — i — logy!)
La forme exponentielle[2] de La distribution de Poisson est
définie par:

fisui) = exp(yilogu; — u; — logy;")
f(yi; 0) = a(ei)b()’i)exp [Yi Q(gi)] [2]

1
fi;0) = exp(—u;) ﬁexp [yi logu;] [2]

Les composantes du modele sont donnés par :
1

Q(6,) = logp; , a(8) = exp(—p) , b(y) = - .
La fonction de lien canonique est g(u;) = logu; , elle
permet de modéliser le logarithme de I’espérance, le modele
utilisant ce lien est le modele log — linéaire .
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2-2-2- La distribution binomiale :

Notons Y, Y, ..., Y, des variables d’un échantillon
aléatoire de taille n de la variable de réponseY, ces variables
étant supposées indépendantes. Chaque variable Y; est
binaire (succes-échec), ou de fagon plus générale Y; peut étre
le nombre de succes au cours d’un certain nombre d’essais.
On supposera alors que la composante aléatoire est
distribuée selon une loi binomiale de paramétres E(y;) = m;
et VAR(y;) = m;(1 — m;) . Sa distribution de probabilité est
définie par :

fim) = C%"ﬂi“(l,‘ )"V
logf (yi, ;) = logCy! + %ilog”i + (n —yplog(1 —m;)
logf (vi,m;) = {ylog—— +nlog(1 — m;) + logC}' }

1—7Ti

La forme exponentielle [2],de La distribution binomiale est

donnée par:
fOum) =1 —m)"C;' exp [yilog 1 fin.]
f(yi;0) = a@)b(ydexp [y; Q6] [2]

Les paramétres sont : Q(0;) = log %
-

,a(0) =1 —m)" b(y) =C)

La fonction lien canonique est g(m;) = log % , elle est
-

appelée fonction logitde .
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2-2-3- La distribution normale :

Soit Y;..Y, des variables d’un n échantillon
aléatoire gaussien de la variableY, ces variables sont
supposées indépendantes. Alors la composante aléatoire est
distribuée  selon une  distribution normale de
paramétres( i, a2), les fonctions de densités de ces variables
s’écrivent.

__I(y._ﬂ.)Z
Yty 0;2) = ——e20" " !

f yl I'll l ) o_lm
log f (o iy 02) = log ——— = (3 — )
Og yu#u o-l - Og O'im 20-,:2 1 :ul

X 1, 2 1 2
log f (v, wiy 0;°) = exp[— 2027 + 202 Y1k T 3oz

— logo;V2m]

La forme exponentielle de la loi Normale selon la forme du
GLM]|2] est:

log f (yi, i, 0;%) = exp{[yi'“i] * [_ - ]

O'iz 20_1'2
2
Vi 1
— — 2102
207 2log[ To; ]]}

Les composantes du modéle sont:

QO =, a®) = exp[~], by = exp(-2% -
;logl2no’]}, ¢ = o2,

La famille gaussienne se met sous la forme
canonique [2] ¢’est une famille exponentielle de paramétre
de dispersion ¢ = 0;? et de paramétre naturel
0; = E(y;) = u; Donc la fonction de lien canonique est La
fonction identité g( u;) = ;.

Le tableau suivant indique les composantes de la famille
exponentielle pour des lois usuelles.

Distribution 0(w) b(6) a(¢)
92
NormaleN (u, %) U - a?
- log(1
BinomialeB (1, i) log 1= +e%) 1
PoissonP (1) logu e’ 1
-1
Gammag (i, v) 7 —log(—6) 1
Gauss inverse -1 2
1610 | Ve

Tableau 2. Tableau récapitulatif des composantes des
lois de la famille exponentielle
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3-Principe d’estimation d’'un modéle linéaire

généralisé :
3-1- La méthode des moindres carrées :

Les paramétres du modele linéaire sont classiquement
estimés par la méthode des moindres carrées qui vise a
minimiser la somme des carrés des écarts entre les valeurs
observées Y; et les valeurs prédites y; Z;’:O BiXij [3].

Donc la somme des carrées des écarts entre les
réponses observées et prédites est une fonction quadratique
des parametres inconnus :

N | XA D

3-2- La méthode du maximum de vraisemblance

L’estimation des parametres f5; est calculée par la
maximisation du log de vraisemblance du mode¢le linéaire
généralisé. Cette estimation s’applique a toutes les lois de
distributions appartenant a la famille exponentielle de la
forme[2]

3-2-1-Estimation des coefficients par la méthode du
maximum de vraisemblance :

Soit Y une variable qui obéit a une loi de distribution
f (yl- ;0 @ ) .A partir d’un certain nombre d’observations
de Y,(1;, Y5, ,Y,), on détermine les valeurs inconnues
des paramétresf; La méthode du maximum de
vraisemblance postule que cette valeur de 6; devrait étre
celle qui maximise la probabilité et d’obtenir les valeurs
observées de Y.La procédure d’estimation par la méthode du
maximum de vraisemblance (1,2) de la premiére expression
du modele linéaire généralisé est définie par :

La Fonction de vraisemblance du MLG est exprimée par :

fi; 0, @) = exp{[y;0; — b(0)]/a(®) + c(yi, d)}

En général Il est plus pratique d’opérer sur la
transformation logarithmique de f(y;; 0;, ) qui s’exprime
comme une somme de fonctions de 8, plutdét qu’un produit
de fonctions comme c’est le cas pour f(y;; 0;,¢) ). Que
I’on désigne par logf (y;; 6;, ¢) et on lanote I(y; 6, @ ).

Le log de vraisemblance de I’iéme observation est
exprimée par:

1(yi;0,@ ) = {[y:6; — b(6)]/a(¢) + c(v;, $)}

La Maximisation du log de vraisemblance (1,2) est
en fonction des premicres et deuxiémes dérivées. alors on
I’applique aux résultats de la vraisemblance :

Gl
30~ {[y; = b'(6)]/a($)}
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b"(6;)
20,2

a($)

Les conditions de régularités des lois appartenant aux
familles exponentielles (1,2) sont vérifiées et permettent

d’écrire :
E(Bl)_o f 0%l _E(az)2
26,) ~ " © 06.2) "~ \ae;
Alors
E(Y;) =y, =b'(6,)
Et comme

E{L" s} = Bl ¥~ b'@)/a@)? ]} =

Var(Y,)/a* (¢)
Donc
Var(Y;) = b"(08;,)a(¢)

Ainsi ¢ est appelé parametre de dispersion lorsque, u est la
fonction d’identité.

Equations de vraisemblance

Soit X La matrice qui se compose de p
observations des variables explicatives, § un vecteur de p
parameétres du modeéle et 7 le prédicteur linéaire a n
composantes définie par .

n=Xp
La fonction lien est supposée
différenciable telle que :
ni = 9w)
La fonction lien canonique est donnée par :
gw) = 6;
Soit n observations indépendantes et @ dépend de  ,le log
de vraisemblance est définie par :
n
Z_ 1I(Yi29i,¢ )
i=

n
LB =), 1ogf(ii0,9) =
i=
Pour obtenir les équations de vraisemblance, on Calcule :
d ll. _ all ael 6,ul 67’][
0Bj 00;0pn;0n,0B;

étre monotone et

Comme :
al;
o = (i~ b'(8))/a(@®)} = {[y: — ril/a($))
L
oy;  Var(y;
Hi _ ) _ b(8,)
; 00; a(¢)
T _ —
8 Xij , car 1, = Zjﬂ,-xij
Puisque,z—]';f' dépends de la fonction lien 7, = g(x;) du
modele alors :
d 1 =(Yi—Mi) a($) X%Xxij
9B; a(p)  Var(yy)) odn,

Les équations de vraisemblance sont données par :
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aﬂi_ i
an 0 .Avecj=l,...,p

Yi—wi xij
Vvar(Y;)

n

i=1 X

Ces équations sont non linéaires en B.pour les résoudre on
utilise des méthodes itératives telles que la méthode de
newton Raphson (ou I’on utilise le Hessien) ou la méthode
des scores de fisher (on utilise la matrice d’information).

Les ¢éléments de la matrice d’information sont données par

2
{E (M) }, elle est notée par F et égale a :

9BjoBk
F=XWX
De terme général

(LB | Nt xwxy (0w
Fer <aﬂ,-aﬂk> = Ta ™ (a ni>

Ou W est la matrice diagonale, ces ¢léments sont définies
1

par :
W; X( % ’
v * Wy,

La procédure d’estimation par la méthode du maximum de
vraisemblance de la deuxiéme expression du modéle linéaire
généralisé est, (plusieurs simplifications interviennent) :

ou;
n = 26, = Zﬁjxij
Jj
Ju; Ou; 0b'(0;
aul _ a/;l _ a¢(9 D _ b(0,)
n; i i
Ainsi
a1l i — i) " i — i)
op ~ varry <OV = Ty <

9’L(B)
0BjoPk
que le Hessien est égale a la matrice d’information et donc
les méthodes de newton Raphson coincident avec les
méthodes de résolutions des scores de Fisher.
Si, en plus a(¢) est constante pour les observations, alors les
équations de vraisemblance s’écrivent :

Xy=Xn
La valeur de la fonction en son maximum joue un role central
dans la définition du test statistique du rapport de
vraisemblance.

Les termes ( ) ne dépendent plus de y; alors on montre

3-2-2-Exemples d’estimation des parameétres des
lois usuelles par La méthode du maximum de
vraisemblance

1-loi binomiale

Notons V3, Y5, ..., ¥, des variables d’un n
échantillon aléatoire de la variable réponseY, ces variables
sont supposées indépendantes. Chaque variable Y; est
binaire (succes-échec), ou de fagon plus générale Y; peut étre
le nombre de succes au cours d’un certain nombre d’essais.
On supposera alors que la composante aléatoire est
distribuée selon une loi binomiale de paramétres E (y;) = m;
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et VAR(y;) = m;(1 —m;) . Sa distribution de probabilité est
définie par :

fo,m) = CQlm¥i(l—m; )n_yi
logf (v, m;) = {y;log — n10g(1 —-m) +logCl}

1-
fGis 6 ¢) = explyilog T—
fi; 6, 8) = exp{[:6; + exp(6,)]/1 — logC;'}

—+ log(1 — m)n + logC)}}
i

Les composantes du modéle GLM sont donnés par :

9, =
a(ep) = 1

logCy!

. b(6) =nlog(1—m) ,c(y;, P =

Le parametre naturel est 6; =

, la moyenne est la
variance sont :

EX)=b'0)=p=m= "
Var(Y;) = b"(8)) = nmy(1 — ) = npy(1 — )
La fonction de lien canonique est g(m;) =

n
i=1%i

, elle

modélise le logarithme du rapport des cotes. Elle est appelée
fonction logit, le mode¢le utilisant ce lien est appelé modele
logistique

2- Loi de Poisson

Considérons le cas général, ou I’on observe y; déces
pour n personnes-temps cumulées dans une population
ouverte. On suppose que le nombre de déces obéit a une loi
de poisson de paramétre y; . On veut déterminer la valeur
dey; qui maximise la fonction L(y; ).

Yi,

_y. Hi
f(}’i,lii )=€ bt ;/l_!

log f(y; p: ) = {yilogu

—u; —logy}

La forme exponentielle de La distribution de Poisson est
définie ainsi :

i pi ) = explylogn; —w; — logy;!}
fi; 0i, @) = exp{[y;0; — exp(6,)]/1 — logy;'} [1]

Les composantes du modéle sont donnés par :

8; = log(; )
.a(p) = 1.

,b(6;) = exp(=6;) ,c(y;, ¢) =—logy;!

Le paramétre naturel est 0; = log(u; ), la moyenne est la
variance sont :

E(Y;) = b'(6,) = exp(6;) =
Var(Y;)) = b"(0;) = exp(6,) = 1;

Ainsi g(u;) est égale au parametre naturel 6; alors g est le
log de la fonction, La fonction de lien canonique
est 7, =logy; ,ellepermetde modéliser le logarithme
de D’espérance, le modéle utilisant ce lien est le
modéle log — linéaire .
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3- La distribution normale :

Soit V; ..V,
aléatoire gaussien de la variableY, ces variables sont
supposées indépendantes. Alors la composante aléatoire est
distribuée  selon une  distribution normale
paramétres( 4, 62). On veut déterminer les valeurs de
u et 0% qui maximise la fonction de vraisemblance. Cette
fonction est construite a partir de la fonction de densité
appliquée a chacune des valeurs observées.

W(J’i—#i)

oV2om

La forme exponentielle de La distribution la loi Normale est

définie par :
yl-ul.:l
201

- = log (me,z)]}

f(yl',#i;ffiz) =

log f (i, i 012) =€xp {
1y,

+ —
[ 20;?

2
fi; 61, ¢) = exp {[yiei — exp(6,)]/20; l
1 L
- Elog[Zna,-Z])}
Les composantes du modéle sont:
6= . b(B) =", el ) = (- 25— ;logl2nai])
.a(p) = o’

Le paramétre naturel est 0; = y; la moyenne est la
variance sont :
Zl Vi

E(Y)=b'"(6) =6 =pu =

=;Z(yi — w?

La famille gaussienne se met sous la forme canonique 7;

u; c’est une famille exponentielle de paramétre de
dispersion ¢ = 0,2 et de paramétre naturel 8; = E(y;) =
u; Donc la fonction de lien canonique est La fonction
identité, g(u;) = w; le modéle utilisant ce lien est appelé
modele linéaire.
Le tableau suivant indique I’espérance et la variance des
probabilités usuelles appartenant a la famille exponentielle
en utilisant les fonctions de scores.

Var(Y;) = b"(8) = o?

des variables d’un n échantillon

de

o =E(Y) V()
Distribution H , o
=b'(6) =b"(8)a(¢)
NormaleN (i, 62) 0 o?
6
BinomialeB (1, u) ¢ u(l—p
1+ e
PoissonP (i) e’ ©
Gammag (u, v) 1 w
K ] >
Gauss inverse 1 3 2
2 — Iy
IG(p,0%) —20

Tableau-3- I’espérance et la variance des lois usuelles.
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4-Construction pratique d’un modéle linéaire

généralisé

La Construction pratique d’un modéle linéaire généralisé
(7)et Iinterprétation des résultats est basée sur :
- Le choix du modéle.
- Les statistiques permettant d’apprécier I’adéquation
du modéle aux données.
- Lestests d’hypothése concernant les coefficients du
modele.
- La construction d’intervalles de confiance pour les
coefficients du modele.
- L’analyse des déviances et des résidus.

4-1- Le choix du modeéle :

Le plus souvent le choix de la loi de probabilité de
la fonction de réponse découle naturellement de la nature du
probléme étudié. On peut alors choisir comme fonction de
lien, la fonction de lien canonique associée a la loi de
probabilité de la fonction de réponse étudice.

11 est toujours possible d’utiliser d’autre fonction de
lien par exemple : ’identité, le Logit, Probit, Puissance et
Logarithme.

4-2- Adéquation du modéle :

Deux statistiques sont utiles pour juger de 1’adéquation
du modéle aux données :

- Ladéviance normalisée.

- La statistique du Khi-deux de Pearson.

Un modéle linéaire généralisé est défini par la loi de
probabilité f(y; ) de la réponse Y et la nature de la fonction
de lien g reliant I’espérance u et Y aux variables explicatives

le XZ' ---;Xk s g(”t) = x,iﬁ'

On note b [Destimation du maximum de
vraisemblance de . Pour mesurer 1’adéquation du modéele
étudié aux données, on construit tout d’abord un modéle
saturé, modele basé sur la méme loi de probabilité et la méme
fonction de lien, mais contenant autant de variables
explicatives indépendantes que de données : ce modéle
permet de reconstruire parfaitement les données. On note
bax Destimation du vecteur des paramétresf pour ce
modele.[8]

4-2-1- La déviance :

Dans le modele linéaire, la décomposition de la
somme des carrées en somme des carrées expliquée par le
mode¢le, SCL, et somme des carrées résiduelle, SCR, fournit

une mesure d’adéquation classique, le coefficient de
scL

' SCL+SCR ' _
Il fournit une mesure pratique d’adéquation parce

qu’il est compris entre O et 1 et que sa borne supérieure peut
étre atteinte a condition d’utiliser un nombre suffisamment
élevé de coefficients (modéle dit saturé). (5,6)

Ce coefficient, dont le calcul ne fait intervenir que
les valeurs observées et prédites, pourrait étre calculé pour

détermination R? =

19

n’importe quel modéle linéaire généralisé, cependant il ne
bénéficierait pas des mémes avantages. Il suffit d’imaginer
le cas de données binaires comme dans une enquéte
épidémiologique ou tous les sujets de 1’échantillon ont des
profils de risque différents, par exemple parce que certains
risques sont mesurés sur une échelle continue. Les
observations ne peuvent prendre n’importe quelle valeur de
I’intervalle [0,1].

On préfere utiliser un coefficient appelé
déviance D = 2(Lpax — Lo) , qui représente le double du
logarithme d’un rapport de vraisemblance. Il est toujours
possible de construire un modéele comprend autant de
parametres que d’observations. Ce modeéle comprend autant
de paramétres que d’observations distinctes (modéle dit
saturé) et puisqu’il ne permet pas de les résumer. Cependant
on peut le considérer comme une référence : aucune modele
ne s’ajute mieux et sa log-vraisemblance L,,,, est la plus
élevée parmi tous ceux de la famille considérée. La log-
vraisemblance [, du modéle dont on veut mesurer
I’adéquation est inférieure, mais si la différence n’est pas
trop élevée on pourra affirmer qu’il s’ajuste bien aux
données. Sous I’hypothése que le modéle considéré est
correct, on montre que2(l,,,, — o) suit asymptotiquement
une distribution de chi-2 dont le nombre de degrés de liberté
est égal a la différence entre le nombre de paramétres des 2
modeles. On peut remarquer qu’il est strictement équivalent
de comparer deux modéles emboités en calculant la
différence de leurs déviances ou le double de la différence de
leur log-vraisemblances(7).

Dans le modele linéaire qui suppose des
observations normales de variance constante, la déviance

Lyi-yv 2 . o A
L szy 7 est apparentée a la somme des carrés résiduelles

SCR= X yi-y 2

Dans un modéle logistique, qui suppose des
observations y; distribuées selon des lois binomiales
B (n;-m;), la vraisemblance du modeéle saturé qui prédit les
probabilités m; est vo=[] niy {1 —m)" ~¥i | celle du modéle
saturé qui prédit les fréquences observées fi=y; ,, est
Vax=I1 fiy E(1 — f;)"¥i et la déviance vaut donc :

D=2%[y; log 2! +(ni-yplog; ]
0jj
D=22 OLJIOgE—Lj
Ou j=0,1 indice les deux modalités de réponse possibles. De
facon générale, le tableau suivant donne la forme de la
déviance pour quatre des principales distributions de la
famille exponentielle.
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Distribution Déviance
Normale —
Z(y —w?
Poisson Z[ylogg— O - D]
1
Binomiale [Z y (n -y )]
2 log=+ (n—y)lo —
ylog (n=ylog |\ — 7
Gamma 2> (—log % + %]

Tableau-4- Déviance des différentes distributions de la
famille exponentielle
Notons que les seconds termes dans la déviance des lois de
poisson ou gamma sont en général nuls, et donc omis : c’est
une conséquence des équations du score quand 1’ordonnées
a ’origine est estimée.
Exemples de modele emboitée :
Pour décrire le risque de la maladie M en fonction des p
variables X{X{, X,, ...,Xp} observées sur m individus,
considérons les modeles suivants :
go=a
g1 =a+B1Xq
g2 = a+ B1Xy + B2X,+P3X3
g3 =a+ B1X1 + B Xo+B3X3+B4X1X;
gs = modceéle saturé

Remarquons que tous ces modéles sont emboités, C’est-
a-dire qu’en termes de coefficients, g, contientgs, qui
contientg,, qui contientg, qui contient g,

Pour la comparaison des modéles g4 et g3 par exemple, on
a:

Dy - D3 = [-2Ly- (=2Ly)] - [—2Ls - (=2L,)]

= —2[L1; - L ;]
—2log (V1/V3)

Cette statistique obéit a un test du khi — carré a 3 degré de
liberté.
Le tableau suivant donne 1’analyse de la déviance

Modéle déviation DDL test du RV
Modéle 1  Lo-L; 1 -2[Lo-Li]
Modéle 2 L;-L» 2 -2[Li-Lo]
Modele 3  Lo-L; 1 -2[L,-Ls]
Résidu Ls-Ls n-1-4 -2[Ls-Ls]
Total Lo- Ls n-1 -2[Lo- L]

Ou n représente le nombre de modalités. Nous rappelons
que s’il y a p variables dichotomiques indépendantes, alors
il y a 2 modalités différentes.
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4-2-2- Les résidus :

L’observation des résidus permet d’identifier les
observations qui s’ajustent mal au mode¢le. Les résidus bruts
représentent les différences ¥; — ¥, entre réponse observée et
prédite. Leur variance vaut o2(1 —h;). On peut leur
% , de déviance (1 — hy;)
, dont les carrées représente la contribution de 1’observation

yi_fil de

préférer les résidus de Pearson

au X2 de Pearson, ou les résidus studentisés ih
variance unité.[5,6]

Ces trois types de résidus existent sous une forme
dite de prédiction qui utilise la régression effectuée sur
I’ensemble de 1’échantillon moins le point considéré. En
appelant X; la matrice des variables explicatives sans la ligne
x; , f; et s; les estimations correspondantes des coefficients
S et lécart type résiduel o, ¥, la valeur prédite par x; et
Yi-%

. ,on obtient les résidus de prédiction Y; — Y, , et
ﬁl p i 13 si f—l_hii

Yi-% i .
h ,hoter que dans cette formule, le bras de levier h;;,

qui ne dépend que des covariables X, et calculé sur la matrice
compléte. Il est plus pertinent de comparer a une distribution
de Student ( ou pratiquement & une distribution normale) la
valeur des résidus studentisés de prédiction que celle des
résidus de Student simples car une observation suffisamment
excentrée a la fois du point de vue des Co variables(bras de
levier élevé) et du point de vue de la variable réponse Y,a un
résidus nul.[3]

CONCLUSION

Le développement de la théorie des modéles
linéaires généralisés au cours des vingt derniéres années , a
permis d’unifier différents types de modéles dédiés aussi
bien aux données quantitatives qu’ aux données qualitatives

La composante aléatoire entrant dans la définition d’un
modeéle linéaire généralisé doit appartenir a la famille des lois
exponentielles, ce qui ne constitue pas une restriction
importante. En effet, comme nous I’avons vu, la plupart des
lois de probabilités usuelles Poisson, Binomiale, Normale,
Gamma en font partie et on peut donc en déduire de
nombreuses applications en modélisation statistique. Notons
que I’on peut également définir des extensions multivariées
des modéles linéaires généralisés dans le cas ou la variable
de réponse est un vecteur a plusieurs composantes. Un trait
intéressant de la famille des modéles linéaire généralises
réside dans le fait que 1’algorithme est le méme pour tous les
modeles, quelles que soient le choix de la loi de probabilité
de la réponse et de la fonction de lien. Ainsi les procédures
offertes dans les logiciels permettent de construire de
nombreuses options de modé¢lisation d’une

réponse binaires et polytomique.
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