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Résumé

Dans ce travail, I'¢tude porte sur l'existence, l'unicité et le comportement
asymptotique de la solution d'un probléme d'évolution qui régit les petits mouvements
réels d'un systéme élastique constitué de deux milieux de dimension n et (n+1) en
interaction. On suppose que l'inertie € du milieu de dimension (n+1) est négligeable par
rapport a celle du milieu de dimension n et l'on cherche alors un développement
asymptotique du mouvement lorsque e—0.

Mots clés : Modélisation, le principe de moindre action de Hamilton, perturbations singuliéres,
développement asymptotique.

Abstract

In this work, the study is about existence, uniqueness and asmyptotic
development of the solution of an evolution problem that governs real small movements
of an elastc system made of two interacting parts of dimensions nand (n+1).We assume
that the inerty € of the part with dimension (n+1) negligible relatively to the part with
dimension n, and so, we search for an asymptotic development of the movement when

e —0.
Keywords: Modeling, Hamilton's leas actions principe, singular perturbations, asymptotic
development.
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PERTURBATION SINGULIERE DANS UN PROBLEME D'EVOLUTION NON CLASSIQUE

1-Orientation:

La motivation de ce travail est une
contribution a 1'¢tude du comportement
asymptotique, lorsque €>0 tend vers zéro, de la
solution d'un probléme d'évolution non classique
qui entre dans la catégorie des problémes dits:
"Problémes de perturbations singuliéres" avec des
conditions aux limites non usuelles. Ce probléme
est du type:

Trouver u, € Ug,telle que:

(B) ,jt_"-'l‘;'IEHE B +u, © =12fE; feH
f-

w, () =up, dans V¥
Jeag (o) =iy

Ou H et V sont deux espaces de Hilbert, J.EL
(V;H), I; Tl'adjoint de]; et Uijest l'espace des
fonctions cinématiquement admissibles qui sera
bien défini plus loin. Les points désigneront les
dérivées par rapport a t. Ce probléme régit les
petites oscillations d'un systéme élastique constitué
de deux milieux, de dimension n et (n+1) en
interaction. Dans un tel cadre, le probléme qui
retiendra notre attention est la perturbation générée
par le milieu de dimension (n+1) qui occupe la
configuration Q sur le milieu de dimension n
occupant la configuration I'y, ou I'; est une partie
de la frontiére naturelle de Q. Autrement dit, on
suppose que l'inertie € du milieu de dimension
(n+1) est négligeable par rapport a celle du milieu
de dimension n et l'on cherche alors un
développement asymptotique du mouvement
lorsque e—0.

Le plan de ce travail est le suivant: Dans le
paragraphe (1.1), on modélise le systéme €lastique "
membrane-tige", ce qui explique les origines
physiques du probléme non-classique (B). Dans la
section (2) on montre I'existence et l'unicité de la
solution z, de(F). Le comportement asymptotique
deu; , lorsque €—0, est donné dans la section (3).
L'originalit¢é de ce travail, par rapport aux
problémes classiques, lorsque ¢ —0, réside dans le
fait que l'on ne récupére pas le mouvement
classique du milieu de dimension (n+1). C'est -a-
dire, pour le probléme "membrane-tige" (n=2),
lorsque l'inertie € de la membrane tend vers zéro on
ne récupére pas le mouvement classique d'une
corde vibrante. A notre connaissance, il n'existe pas
de résultats de ce type.
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1.1 Origine physique du
Modélisation:

probleme.

Considérons un systéme constitué d'une
membrane (feuillet mince élastique) Q=]0,x[2, de
densité superficielle € et de coefficient d'¢lasticité a,
fixée sur trois de ses coOtés, le quatriéme coOté
I'={(x.m)ER*0<x<m} étant solidaire d'une tige
¢lastique de densité¢ linéaire p et de coefficient
d'élasticité B. Soit Iy la partie fixe de 0Q, c'est-a-
dire: 0Q=T"(UT'yet I'¢\NI'1=d, (¢ : I'ensemble vide).

On suppose que le systéme en mouvement
n'est soumis a aucune force extérieure et que dans
tout état admissible la membrane est une surface
dans 1’espace(x, ¥, 2], qui a une projection unique
sur le domaine Q du plan xoy et se définit par
l'équation u =uit.r,y] pour (r.y)efl (O
l'adhérence) et £ € [0.T], et que les vibrations du
systétme sont transversales. Une approximation
convenable des énergies, cinétique E{u.t) et
potentielle M {u,t), du systtme mécanique
"membrane-tige" est donnée par :

Elu,t) = %J;c—f] dxdy
2] e
vao =3[ {={G) + G}

+ qu:} dxdy +
[ B +afa

Ou q et q; sont deux fonctions positives "assez
régulicres", dues a la réaction du milieu élastique, 0
désigne la restriction de u a I';. Alors d'apres, le
principe de moindre action de Hamilton, les
mouvements réels du systtme mécanique
coincident avec les extrémales de:

H(u)=[, (B, ©) — Wu, D) de

L’intégrale étant interprétée comme celle de
"l'action" entre O et T.
1.1.1 Choix des espaces:

La partie fixe de la membrane suggere le
premier choix:

V={wueH Q)i e H}( Jetu/r, =0}

¥ muni du produit scalaire:
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J‘[ gudr dudr
e R
== o {ﬁxﬁx-'_ﬁv

+ qm:'} daxdy

est un espace de Hilbert.

Le deuxiéme choix sera fait pour donner un sens
aux énergies cinétique et potentielle.
Soit

LV —Hy=L(Q)et V—H =L
Pour tout >0,

on pose
[e1
7. = (1.— ):'L’ ~H=H, xH,
4 _,-_‘,-_If
Les fonctions '"cinématiquement admissibles"

seront alors les éléments de I'espace UZ; défini par:

uellt
I(ﬂ] u: K — V faiblement continue
(11} j.uz B — H falblement continiiment dérivable

Le principe de moindre action de Hamilton permet
alors de ramener le probléme des petits
mouvements réels a la recherche des solutions du
systéme:

us € I_T';!":I:1
J'T-:: Jou (0.0 >y= [ < u (t), vlt) >y dt
0
’ weell, et v(0) = v(t) =0

(Les points désigneront les dérivées par rapport a t).
Quant aux conditions initiales elles sont du type:

{r u (0) =u, dans V
[ (0) = u, = (Vego. 0.) dens K

Cette dernic¢re condition signifie que l'on doit se
donner a l'instant initial, & la fois la répartition des
vitesses du milieu qui occupe la configuration Q et
celle du milieu qui occupe la configuration ",

Remarquel.1:
On n'a pas nécessairement @, = *\-’Expnfri, car les

dérivées sont prises respectivement a valeurs dans
L2(Q) et L*(I'y).

1.2 Cadre mathématique général:
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Lorsque Q est un ouvert borné de B" de
frontiere I'=I'(Ul;, ToNI'1= ¢, variété "assez
réguliére" de point générique (X ,x,.,)€ E"¥R, on
prend comme produit scalaire sur V

<u,vzp= | {alu,v) + qurldrdx,,,
17
{h(di, %) + qoiic}da
Ty
ou
g) = ¥Ol .ﬂ_ﬂi
alu,w) = e
u-: ..'L 22
by, Z) =@E_.¢g ™D

et ® une fonction globale sur I'y, il,
systtme de coordonnées locales sur 'y, g'* la
matrice inverse de gy, tel que Xf, _, g"‘dfkd: est
un 2-tenseur contravariant symétrique global sur I'y
(G.DeRham[8]).

Z, est un

1.3 Cadre mathématique abstrait:
On se donne

- Trois espaces de Hilbert V, Hy,Hy dont on
note respectivement

Il Wl

L2 les produits scalaires

I.Mlg, les normes et < .=y

- Deux opérateurs I€L (V;Hp) et JEL (V;H;) tels
que:

JiVi=H,. Eerl = {0}
IIV.,) = Hy . ou 'V, = Ker]

Pour tout £>0, on pose:

J. = (\ eI

7 EL(ViH = Hy X Hy)

Il s'agit alors de déterminer u, £ Ug; telle que

H(w)=f, [ T | H}dt — [y 213

soit extrémale parmi toutes les fonctions v € Ug,
telles que v(0)=u (0} et [T =uT) (la
premiére intégrale correspond a 1'énergie cinétique,
la deuxiéme a I'énergie potentielle). On a besoin
pour la suite de considérer une forme plus générale
de H (1], en lui retranchant un terme du type

J',:: FEL Lu (8 »gdt, wel'(0.T:H)
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des considérations simples montrent alors
(J.Chazarain; A.Piriou [5]) que tout ceci équivaut
au systeme

U € UE,:
ﬂ::

(2) Efs-fsus{ﬂ +u (t) = [ F (1)

dans V
dans H

u0) = uy,
Jeu:0) = uy,

2 Existence et unicité de la solution:

Avant de démontrer 1'existence et l'unicité
de la solution du systéme [}J‘,} nous démontrons les
résultats suivants:

Soit H un espace de Hilbert, A un opérateur auto-
adjoint, borné et injectif dans H. On considére
'équation différentielle

“ax) =) + 4f0), e LGH)

Cette équation différentielle est entendue au sens
faible, c'est-a-dire

xR — H [aiblemenl conlinue

(Ax(e), ydgo ()de +

- -

wy e II, vop € D{R)

+

Lemme2.1:

Pour tout X,€H et pour toutf & L},.(H), le
systéme

{ﬁa:fﬂ = ix(t) + 47 (]

2.1
x0) = x, @D

possede une solution unique donnée par
x(t) = exp (itA™H) {xn
r
+ J‘ exp(—itA~1) £ (&) ds}
o

xzeC(E; H)
t

la(e)ly < lxglly + [ 1705

-0

Preuve:
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Soit R(A4) I'image de H par A et D(A) le domaine de
A alors (—iA™*, R{A)) (R.Dautry, J.L.Lions [7]),
est le générateur infinitésimal du semi-groupe

G = exp (—itA™Y)

t = G; est fortement continue dans I'ensemble des
opérateurs unitaires dans H. Pour toutx £ R{H},
ona
G.xeR(A), GA x=A41xG,

= _i.'-Grfl _lx

&x

Soit maintenant X(t)€D(A), donc AX(t)ER(A), on a
alors
Ay(t) = expl—itA~ ") x(t) € R(4)

On remarque alors que le systeme (2.1) équivaut a
d
Ea;(ﬂ = exp(—itA"*) Af(t)

= Aexp(—itA7Y) f(£)

d'ou le lemme.

Soit maintenant ¥ et H deux espaces de Hilbert,
JEL(V,H) , kerJ={0} et J(¥} = H.

Théoréme2.1:

(ix () + Af(£), y) gdt = 0 Soit Uy€V, u,€H, fELL o (R: H). Alors le systéme

url — V faiblement continue
Ju:R — H faiblement continument dérivables

%j'}u{ﬂ +u(t) = J*F(t)

wll) = uy,
E{Uj =uy
2.2)

possede une solution unique et on a
1

1||Tu{ﬂ ||H + lugs) ||§,}=
< lluylig + llug 332

- f If (sl ds

(avec I'égalité lorsque f=0). De plus

{u EC(E: V) )3
Preuve:
OIEI?]OSG
o fult _fo - -
() = (J‘E{ﬂ)’ B= (:'I I Fo

B (f?ﬂ]

le systéme (2,2) équivaut a
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ur B — V x H foitblement continue

d )
EBX (£} = ix(t) L BF(¢)

=(0) = (EBJ

1

d'ou le théoréme (cf:Lemme2.1).
Nous sommes maintenant en mesure de répondre au

probléme (F; ).
Théoreme2.2:

Pour tout f = G‘:I €Ly (R H,yx H,), le systétme

(Fr) posséde une solution unique u; elle que :

[E||@_s<ﬂ||; + IIE&JH; +lle D13} <
1

vl

(ellgollz, + llgyliZ, + laoll2}?
t
s L (I,

1
+ 1A (HIE, s
(avec I'égalité lorsque fp=f;=0. "Conservation de
I'énergie"). De plus:
u, e COR:V) ot Ju, e C((R:H)
Preuve:

D'apres le théoréeme précédent, il suffit de
démontrer que | est a image dense. En effet:

Si
I:ID.IiJEHD}{Hi et I:Jirs 'I.-‘-'_.I:.?L'D,.Ij_:]JH=
0 Tr eV

on a en particulier

(Uvp o)y, Vo€V donc  Xo=0
(puisque T(Vo) = Hy)
et par suite
(Jvv)y, =0vVe eV donc X;=0
(puisque J(V) = Hy)
3 Comportement asymptotique de u.de

(Po):

Voici deux lemmes qui nous seront utiles pour
1'é¢tude du comportement asymptotique de ;.

Lemme3.1:
L'orthogonale V1 de Vg (Vg = H2(1)) dans V est
l'ensemble des w =V vérifiant 1'équation aux

dérivées partielles:

Au+gqu =10, dans T {1

Ou
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a au
Au=-) = )
i.j

Preuve:

Un élément u €V est orthogonal a Vi si, et
seulement si, U est orthogonal a T(Q) ( a cause de
la densité de ¥y dans T(Q) ), or pour tout ¥ £ (12}
et pour tout u € ¥ on a:
(wrly =0 | {a(u.v) + qurldxdx,,,} =

[

< Au+gqu,v == 10

ou le crochet désigne la dualité entre T'(QQ) et
T(Q), d'ou le résultat.

Lemme3.2:

Soit W:= Hi(I's). 1l existe deux opérateurs
e lf(W:Vy) et T=L{H;:Hg) avec T compact

tels que:
[Dw=w vVYweW
L I,D=TP

ou fy:= I/, et P l'injection canonique de W dans
H;. En dautres termes D est Il'inverse de
l'application 1 — i restreinte a Vy, et D se prolonge
en une application T continue compacte de H 1 dans
K,

Preuve:
Siuel, ona
{Au +gqu—0
iie W

Puisque le systéme ci-dessus admet une solution
3

u € H(f1), alors pour tout WEW il existe un

opérateur I € L{W: V1) tel que Dw = u et comme
3

l'injection de Hz(?} dans H, est continue et

compacte, alors ( a cause de la densité de W dans

H; ) D se prolonge en un opérateur continu
compact de H; dans H.

3.1 Description de I'espace Ug; :

On sait maintenant (lemme3.2), que tout ¢lément de
V peut s'écrire de maniére unique sous la forme :

u(t) = ug(t) + Dw(t) eV @ Vs

tout d'abord u e LA{LT:;¥), les projections
orthogonales de u(t} sur Vg et 1] ; soit ug(t) et
wa(t) ; appartiennent a L0, T; V) et L0, T; Va)
respectivement.

Ona

Ut} = Dwit) avec wiE) = D %uql(t) = 40t)
donc w e L0, T; W), dautre part Ju doit
appartenir a L 0,T:; Hy) et Ju doit appartenir a
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L0, T: Hy), de ce dernier résultat il s'ensuit que
Pw e LA0.T: H4), mais alors
TPwe Li{0,T:Hy), cest— a— dire [.Dw €
L(0,T; Hy)

et comme Ju = [yug + Jauy € LH(0,T: Hy) , on en
déduit que Jgugy € L E{U, T Hﬂ:].

En définitive les éléments
admissibles sont du type:

cinématiquement

up € L2(0, T3 V) : Touig € L0, T Ho)
we L0, T: W): PW e Li(0.T:Hy)

{u{t:] = u(£) + Dw(E)

3.2 Interprétation "Des problémes limites":
Posons
fel, ©

A = (** v

I
alors

A, e LV H), KerA. = {0k
Soit ©* la solution du systéme

:I ou Ay =Ly et Ji =y
A.(V) =H

e U,
%a.;sstw*{ﬂ tuf=0
YE0) =up, up=ul+ule, @WV
AyE(0) = {0,01}, o, EH;

3.1)

si 3+f (1) et wit) sont les projections orthogonales
de 3*(£) sur V, et V; respectivement, le systéme
ci-dessus équivaut a

d:
EEI,;ID;L-,_E&] +yi(e) =0, wilo)=ul

d..
F]{]ﬂ,ﬂq(ﬂ +y, =0 3,000 =ul,

si @ est solution de

Elﬁln@{ﬂ +olt)=0

o(0) = uf, T,al0) =0

Ona
t

pil) =9 (—,_] de sorte que y* (t)
Ve

= p (é) + y, (t)

Le théoréme (2.2) prouve que

i) =0

T (0)
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B, + o (I, = s

||r—1?,¢.-1.:ﬂ||F + g @3, = gy 13, + lull,
£l

(3.2)
et

[ @ e C(R:V,) T,p € C(R: H,)
¥, € C(R; ), T, () e C(R;H,)

(3.3)
par conséquent

yie C(R; V), A,pe C(R:H)

O + 11451 = llg, I3, + luoll}
(3.4)

3.3 Comportement asymptotique :

Posons
Ro=u+y% et €= (L. [):HoxHi
- HonHy

on a alors
Proposition3.1:

R, est solution de

i _
—77 [MAR +VE/iCA Y] + R, = 0
2.0 =0

L (o —Te.
J.R.(0) =w‘z(un UTUL

]
Preuve:

Puisque /3 = TT31. on a alors
o felgly 0 )
.lirl:.lirl: - ( ':l _|r:|-_|rj_

VeI n}( 0o I,
+& = .
(*l.l' E I; Ii"1' EIE'ID ':I ]

(v“f,_: n](ﬁ;rn JEJ N
_

el OV\ro TV(+zI, O
o )G D0 )

Jile = AA +fe)i0A,
ce qui prouve la proposition, compte-tenu de (3.1)
et (P 0).

Lemme3.3:



A.MOUMENI

Il existe une constante K indépendante de ¢ telle
que
joH (8l < veK

Preuve:

—_—

Puisque A,y* et J R, existent, la premiére
équation de la proposition(3.1) s'écrit

i(n —j;J(I LE )
dt . 0 J\IR, ++= CB gyt
HE
:(Ei+ﬁd§FJ
_JE( ﬂ_g)
CA.

si on pose

0 -z e
& =(ffs 0 J 4= (IZRT+£C.@,FJ’
{0
6= _HE(C.‘&;_?;:E)

ona

d
—BX=iX+6C
dt ¢

alors compte tenu du lemme (2.1), un calcul simple
de l'analyse classique montre que

t
18.X(0) Iy, < 1BLXO) Nl + [ 16 (1, ds
D

et comme

B.X= (—ffs' (TR + = CE}F}]

iR,
Alors

1eRe @l = 15,5

f t
< |E{||:-@v||ﬁ+||r:||f
.\J [ 1]

EEFQS:IHHEES}

ce qui prouve le lemme, compte tenu de l'égalité
(3.4).

Corollaire3.1:
ona

(@ Jou () = [y +0(¥/z), dansH
en particulier

(o) a8 = 1) + :{w‘?}, dans H4

35

(i) 1, (0 = @() +w1(8) + o(1), dans H
Preuve:
Découle immédiatement du lemme (3.3).

Rappelons que yest solution de

d:
lewliﬂ +, () =0, dans]oT[x 0
u:,i:._{[:l:] - u|1:, dons V)
_,f,_?f:,_{['l] =m,. dan= H,

Lorsque 2 =]0,m[x]0.7] ce qui correspond au
systéme mécanique "membrane-tige". Si uy est la
suite des valeurs caractéristiques de Jil; ([13]
Moumeni A.) et ¥, une suite de fonctions propres
correspondantes, normalisées par les conditions

=l = 1

la solution générale T {t]) est donnée par

{t,f:l{t, x, ) =, (agcostyn? + noothn + by sinty'n? + neothn)ay, (x, )
Znlan +by) < o2

3.5)
Avec

1

_ 1
adn = 2 < U, e
B n?+ncothn o ¥n >,
1
b,=————= o,.Ji, =
B n?+ncothn o J¥n =n,
f2_1
] = 1= sinnmx, sinhnay
T'L“{XJJ:] 4/ @ sinhnr -
3.6)
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CONCLUSION

Contrairement a ce que nous croyons, pour N=2,
quand € tend vers zéro, on ne récupére pas le
mouvement classique d'une corde vibrante. Pour
Nn=3, qui correspond au systeme mécanique "cavité
avec couvercle élastique", lorsque l'inertic € du
milieu contenu dans la cavité tend vers 0, on ne
récupére pas le mouvement classique transversal du
couvercle élastique.
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