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Résumé  

Le but de ce travail est l’étude variationnelle du contact avec adhésion entre un matériau 
viscoélastique et une fondation déformable dans le processus quasi-statique et avec 
l’hypothèse des petites déformations. Les conditions de contact sont de type bilatéral et de 
compliance normale et l’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation 
différentielle du premier ordre. Nous démontrons l’existence et l’unicité de la solution 
faible en utilisant un théorème sur les inéquations variationnelles elliptiques, le théorème de 
Cauchy-Lipschitz, un lemme de Gronwall ainsi que le point fixe de Banach. 
Mots clés: matériau viscoélastique, contact avec adhésion, solution faible, opérateur monotone, équation 
d’évolution, point fixe de Banach. 
Classification AMS : 74M15, 74M10, 49J40, 49J85. 
 
 
Abstract   
The aim of this work is the variational study of the contact with adhesion between a 
viscoelastic material and a deformable foundation in the quasistatic process and with 
assumption of the small deformations. The conditions of contact are of  bilateral type and of 
normal compliance and the evolution of the field of adhesion is described by a first order 
differential equation. We prove the existence and unicity of the weak solution by using a 
theorem on the inequation variational elliptic, the theorem of Cauhy-Lipschitz, a lemma of 
Gronwall as well as the fixed point of Banach. 
Keywords:  viscoelastic material, contact with adhsion, weak solution, monotonous operator, equation of 
evolution, fixed point of Banach. 
  AMS subject Classification : 74M15, 74M10, 49J40, 49J85.  
 

 
 

 
 

 
 مرن و قاعدة قابلة –ه سكوني بين جسم لزج إن الهدف من هذا العمل هو الدراسة التغيرية لتلامس بالتحام في سياق شب

.  التشوهات الصغرىةللتشوه في إطار فرضي  
. التلامس هنا ثنائي الجانب و التشوه ناظمي و تغير حقل الالتحام مصاغ بواسطة معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى

 ليبشيتس و - باستخدام نظرية تتعلق بالمتراجحات التغيرية و نظرية آوشي نبرهن وجود و وحدانية الحل الضعيف
 .توطئة قرونوال و آذلك نظرية النقطة الثابتة في فضاء بناخ

  ..مرن، تلامس بالتحام، حل ضعيف، مؤثر رتيب، معادلة التغير، النقطة الثابتة- جسم لزج: الكلمات المفتاحيــــة
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 NTRODUCTION  
 
Les problèmes de contact, avec ou sans frottement, 

entre deux corps déformables ou entre un corps 
déformable et une fondation rigide abondent en industrie 
et dans la vie quotidienne. Le contact du sabot de frein 
avec le disque, de la chemise avec le piston, des pneus 
d’une voiture avec le sol, l’enfoncement progressif d’une 
personne dans un fauteuil et le contact entre les plaques 
tectoniques, sont des exemples courants. Vu l’importance 
de ces phénomènes physiques, des efforts considérables 
ont été consacrés à l’étude de ces problèmes de contact. 
Le processus d’adhésion joue un rôle important dans 
l’industrie en particulier dans l’assemblage des matériaux 
composites, où les parties non métalliques sont collées 
ensemble mais sous l’effet des tensions ces matériaux 
collés se décollent et se déplacent les uns par rapport aux 
autres. Pour mieux modéliser le processus de contact avec 
adhésion lorsque le collage n’est pas permanent et un 
décollage peut avoir lieu, nous avons besoin de décrire le 
contact et l’adhésion ensemble. Pour cela, M. Fremond 
[1,2], a introduit dans le modèle mathématique une 
variable interne de surface [ ]1,0∈β , appelée champ 
d’adhésion, qui décrit la densité fractionnaire des adhésifs 
actifs sur la surface de contact. Lorsque 1=β , 
l’adhésion est complète et tous les adhésifs sont actifs; 
lorsque 0=β , tous les adhésifs sont inactifs et il n’y a 
pas d’adhésion et lorsque 10 << β , l’adhésion est 
partielle et seulement une fractionβ  des adhésifs est 
active. Beaucoup de travaux portant sur la modélisation et 
l’analyse mathématique ainsi que l’approximation des 
problèmes de contact avec adhésion ont été réalisés, on 
peut citer par exemple les travaux [5] et [6]. Bien 
évidemment, cette énumération n’est pas exhaustive. Ce 
travail est divisé en deux parties. 
Dans la première partie on définit les outils 
mathématiques et mécaniques dont on a besoin dans 
l’étude de notre problème mécanique de contact, ensuite 
on rappelle quelques définitions classiques et un résultat 
concernant les équations différentielles dans un espace de 
Banach. 
Dans la deuxième partie nous présentons une 
modélisation mathématique d’un problème de contact 
avec adhésion entre un corps viscoélastique et une 
fondation déformable dans le processus quasi-statique et 
dans le cadre des petites déformations, ensuite on énonce 
les hypothèses faites sur le problème et on déduit sa 
formulation variationnelle. Nous terminons notre étude 
par une démonstration, en plusieurs étapes, concernant 
l’existence et l’unicité de la solution faible du problème 
mécanique de contact. 
Notre contribution, dans l’étude de ce problème 
mécanique, réside dans l’introduction d’une condition dite 
de compliance normale avec adhésion dans le contact 
ainsi que dans la preuve du théorème d’existence et 

d’unicité de la solution faible de ce problème mécanique 
de contact.  
 
2. DEFINITIONS ET NOTATIONS 
 
Avant de commencer, nous précisons les notations 
standard utilisées et nous rappelons quelques définitions 
et résultats utiles dans l’étude de ce problème mécanique 
de contact. 
Ω  est un domaine de R N  ( =N 2 ou 3 pour les 
applications) 
Γ  est la frontière de Ω  

iΓ  est une partie de Γ  
ν  est le vecteur unitaire normal dirigé vers l’extérieur de 
Γ  

νu  est la composante normale de u ( νu = ν⋅u  ) 

τu  est la composante tangentielle de u 

( −= uuτ νu ν⋅ ) 

S N  est l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux 

sur R N  
( ) ( ){ } ( )N

ii LNiLuuuH Ω==Ω∈== 22 ,1,/  
On définit respectivement l’opérateur déformation 

QH →1:ε  et l’opérateur divergence HQDiv →1:  
par : 

( ) ( )( )uu ijεε = ,   ( ) ( )jiijij uuu ∂+∂=
2
1ε ,    

( )ijjDiv σσ ∂=   

Où les espacesQ , 1H et 1Q , sont définis par : 

( ) ( ){ }NjiLQ jiijij ,1,,/ 2 =Ω∈=== σσσσ  

( ){ }QuHuH ∈∈= ε/1  

{ }HDivQQ ∈∈= σσ /1  

Les espaces 11 ,,, QHQH  munis de leurs produits 
scalaires respectifs définis par 

∫
Ω

=〉〈 dxvuvu iiH,    Hvu ∈∀ ,  

∫
Ω

=〉〈 dxijijQ τστσ ,    Q∈∀ τσ ,  

QHH vuvuvu 〉〈+〉〈=〉〈 )(),(,,
1

εε   Hvu ∈∀ ,  

=〉〈
1

, Qτσ Q〉〈 τσ , + HDivDiv 〉〈 τσ ,   Q∈∀ τσ ,  
sont des espaces de Hilbert. Les normes associées à ces 
produits scalaires seront notées par ..,.,.,.

11 QHQH
 

L’application ( )NLH Γ→ 2
1:γ  vérifiant l’égalité : 

Γ= uuγ    ( )NCu Ω∈∀ 1  

I 
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La

Ω

0f

3Γ

1Γ

0=u

2f

2Γ

est dite application trace. L’image de 1H  par cette 

application est notée ( )NHH Γ=Γ
2
1

. 

Soit '
ΓH le dual de ΓH , alors pour tout 1Q∈σ  on a la 

formule de Green : 
( )

HQHH
uDivuu ,,,

'
σεσγσν +=

ΓΓ ×
    

1Hu∈∀    
et si 
∈σ ( ) ( ) ( ){ }Ω∈===Ω × 11 / CC jiijij

NN
s σσσσ , 

alors  

ΓΓ×HH
u

'
,γσν = ∫

Γ

udsσν    1Hu∈∀  

Où Γ est la frontière deΩ , supposée de Lipschitz. Nous 
supposons que Γ , est partitionnée en trois parties 
mesurables 1Γ , 2Γ et 3Γ  telles que ( ) 01 >Γmes . 

Puisque ( ) 01 >Γmes , alors l’inégalité de Korn est 
vérifiée (une preuve de cette inégalité peut être trouvée 
dans [4, p. 79]) : 

( )
1HQ

ucu ≥ε   Vu∈∀  

Où 0>c  est une constante qui dépend de Ω  et 1Γ . 
L’espace V défini par : 

{ 0/1 =∈= vHvV   sur  1Γ } 

est un sous-espace fermé de 1H . On munit l’espace V du 
produit scalaire suivant : 

QV vuvu 〉〈=〉〈 )(),(, εε   Vvu ∈∀ ,  
Grâce à l’inégalité de Korn, on peut vérifier facilement 
que les normes 

V
. et 

1
.

H
sont équivalentes sur V. Par 

conséquent ( )
V

V .,  est un espace de Hilbert. En outre du 
théorème de trace de Sobolev et de l’équivalence des 
normes 

V
. et 

1
.

H
 on déduit l’existence d’une constante 

0>c  qui dépend de Ω , 1Γ  et 3Γ  telle que 

(R1)                                     ( ) VL
ucu N ≤

Γ3
2    Vu∈∀  

Pour décrire les conditions de contact avec adhésion, il est 
nécessaire d’introduire une variable interne de 
surface [ ] [ ]1,0,0: 3 →×Γ Tβ , appelée champ 
d’adhésion, qui décrit la densité fractionnaire des liens 
actifs sur la surface de contact 3Γ . 

On définit la fonction de troncature :R  R→  R par : 
(R2)                                 

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−<−

≤

>

==

LsL
Lss
LsL

sRsR L

si 
si 
si 

 

Où 0>L  est la longueur caractéristique du champ 
d’adhésion. 

On note par : 
(R3)                                ( ) ( )( )+−= sRsR~  et 

( ) ( )[ ]22 ~~ sRsR =  

On définit aussi la fonction de troncature 
∗

R  : R→  R 
(R4)                                       

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
==

∗∗

Ls
s
sL

Lss
sRsR L si 

si 
 

Pour le champ d’adhésion on a aussi besoin de l’ensemble 
suivant : 
(R5)                                       
Q [ ] ( ){ 3

2,0: Γ→= LTβ / ( ) 10 ≤≤ tβ   

[ ]Tt ,0∈∀ , p.p. sur }3Γ  
A la fin de ce préliminaire nous rappelons le théorème 
classique de Cauchy- Lipschitz dans 
l’espace ( )XTW p ;,0,1 . 

Théorème. Soient ( )
X

X .,  un espace de Banach et 

( ) XXtF →:,.  un opérateur défini presque partout 

sur ] [T,0  qui satisfait les conditions suivantes : 

1) il existe 0>FL  telle 

que ( ) ( )
XFX

vuLvtFutF −≤− ,,      Xvu ∈∀ , , 

p.p.  ] [Tt ,0∈ .  

2) il existe 1≥p  tel que ( ) ( )XTLutFt p ;,0, ∈a    
Xu∈∀ . 

Alors pour tout  Xu ∈0 , il existe une fonction 

( )XTWu p ;,0,1∈  telle que : 

( ) ( )( )tutFtu ,=&      p.p. ] [Tt ,0∈  

( ) 00 uu =  
 

3.  FORMULATION DU PROBLEME MECANIQUE 
ET HYPOTHESES  
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Figure 1. Contact entre un corps viscoélastique et une 
fondation déformable 

 
Soit [ ]T,0  un intervalle de temps. On considère un corps 
viscoélastique qui occupe un domaine Ω , borné de 
R N ( =N  2, 3 pour les applications) et dont la frontière 
Γ supposée suffisamment régulière, est divisée en trois 
parties mesurables disjointes 1Γ , 2Γ  et 3Γ  telles que 

( ) 01 >Γmes .  

On suppose que ce corps est encastré sur [ ]T,01 ×Γ , 
(donc le champ des déplacements u est nul sur 

[ ]T,01 ×Γ  ), que des tractions superficielles 2f  

s’appliquent sur [ ]T,02 ×Γ  et que des forces volumiques 

0f  agissent dans [ ]T,0×Ω . On suppose aussi que ce 
corps est en contact avec une fondation déformable sur la 
partie [ ]T,03 ×Γ  et que le contact est avec compliance 
normale et adhésion (voir figure 1). On précise encore que 
ce corps viscoélastique obéit à une loi constitutive non 
linéaire de Kelvin-Voigt. 
Sous ces conditions, ce problème mécanique de contact se 
formule de la manière suivante : 
 
Problème P : Trouver un champ des déplacements 

[ ]→×Ω Tu ,0:  R N , un champ des contraintes 

[ ] NST →×Ω ,0:σ   et un champ d’adhésion 

[ ]→×Γ T,0: 3β  R tels que : 
(1)                                  

( ) ( ) ( )( )tuEtuAt εεσ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⋅

    dans ] [T,0×Ω  

(2)                                            00 =+ fDivσ    dans 

] [T,0×Ω  
(3)                                                     0=u      sur 

] [T,01 ×Γ  

(4)                                                   2f=σν    sur 

] [T,02 ×Γ  
(5)                                     

( ) ( )ννννν βγσ uRup ~2−=−     sur ] [T,03 ×Γ  

(6)                                             ( ) ( )τττ βσ uRp
∗

=−     

sur ] [T,03 ×Γ  
(7)                                          

( )( )+
⋅

−−= auR εβγβ νν
2~

   sur ] [T,03 ×Γ  

(8)                                                          ( ) 00 uu =     

dans Ω  

(9)                                                           ( ) 00 ββ =    

sur 3Γ  

Où aε  et νγ sont des coefficients d’adhésion donnés. 
 
Hypothèses     
 
Pour l’étude variationnelle du problème P, nous 
supposons que l’opérateur de viscosité A et l’opérateur 
d’élasticité E vérifient les hypothèses suivantes : 
 
                      (a) NN SSA →×Ω:  tel que 
                     (b) 

( ) ( )( ) ( ) 2
212121 ,,0 εεεεεε −≥−⋅−>∃ AA mxAxAm

 p.p. Ω∈x , NS∈∀ 21,εε  

(10)               (c)  0>∃ AL  telle que 

( ) ( )( ) 2121 ,, εεεε −≤− ALxAxA p.p. Ω∈x , 

NS∈∀ 21,εε  

                      (d) La fonction ( )ε,xAx →  est 

mesurable Lebesgue p.p. Ω∈x , NS∈∀ε  

                      (e) La fonction ( ) QxAx ∈→ 0,    
 
 
                    (a) NN SSE →×Ω:  tel que 

                   (b)  0>∃ EL  telle que 

( ) ( )( ) 2121 ,, εεεε −≤− ELxExE  NS∈∀ 21,εε ,  

p.p. Ω∈x  
(11)             (c) La fonction ( )ε,xEx →  est 

mesurable Lebesgue p.p. Ω∈x , NS∈∀ε    

                    (d) La fonction ( ) QxEx ∈→ 0,    

La fonction compliance normale νp  et la fonction 

tangentielle τp  satisfont les hypothèses suivantes : 

                     (a) ×Γ3:νp R→ R + telle que 

                     (b) 0>∃ νL  telle que 

( ) ( )( ) 2121 ,, rrLrxprxp −≤− ννν  ∈∀ 21 , rr  R, 

p.p. 3Γ∈x  
(12)               (c)  

( ) ( )( )( ) 0.,, 2121 ≥−− rrrxprxp νν ∈∀ 21 , rr  R, p.p. 

3Γ∈x  

                     (d) Pour tout ∈r  R, ( )rxpx ,ν→  est 

mesurable sur 3Γ  

                     (e) ( ) 0, =rxpν  pour tout 0≤r  
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                     (a) ×Γ3:τp R→ R + telle que 

                     (b) 0>∃ τL  telle que 

( ) ( )( ) 2121 ,, ββββ τττ −≤− Lxpxp  

∈∀ 21,ββ R, 

                             p.p. 3Γ∈x  

(13)               (c) 0>∃ τM  telle que 

( ) ττ β Mxp ≤, ∈∀β R, p.p. 3Γ∈x  

                     (d)  Pour tout ∈β  R, ( )βτ ,xpx →  est 

mesurable sur 3Γ  

                     (e)  La fonction ( ) ( )3
20, Γ∈→ Lxpx τ    

Nous supposons que les coefficients d’adhésion satisfont : 
(14)                                          ( ) 0,3 ≥Γ∈ ∞

νν γγ L  

p.p. sur 3Γ  
(15)                                           

( ) 0,3
2 ≥Γ∈ aa L εε  p.p. sur 3Γ  

Les forces volumiques et surfaciques satisfont : 
(16)                               

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )NN LTCfLTCf 2
2

2
2

0 ;,0,;,0 Γ∈Ω∈  
Les données initiales satisfont : 

(17)                                  
( ) 10,, 03

2
00 ≤≤Γ∈∈ ββ LVu   p.p. sur 3Γ  

De (16) et du théorème de représentation de Riesz-
Fréchet, il résulte l’existence d’un élément unique 
( ) Vtf ∈  tel que : 

(18)                          
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]TtVvvtfvtfvtf NLHV

,0,,,,
2

220 ∈∈∀+=
Γ

 

En outre, [ ]( ).;,0 VTCf ∈  
Enfin on définit la fonctionnelle 

( ) RVVLj →××Γ∞
3:  par : 

(19)                      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
Γ Γ Γ

+−=
3 3 3

*
2~,, dsvuRpdsvuRdsvupvuj τττνννννν ββγβ  

 
3.1 Formulation variationnelle du problème 
mécanique 
 
En appliquant la formule de Green et en utilisant la loi 
d’équilibre ainsi que les conditions aux limites, on déduit 
facilement la formulation variationnelle suivante du 
problème P : 
 
Problème PV : Trouver un champ des déplacements  

[ ] VTu →,0: , un champ des contraintes  

[ ] QT →,0:σ  et un champ d’adhésion 

[ ] ( )3
2L,0: Γ→Tβ  tels que : 

(20)                                           

( ) ( ) ( )( ) [ ]TttuEtuAt ,0∈∀+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⋅

εεσ  

(21)                         
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [tVwwtfwtutjwt

VQ
,0,,,,, ∈∀∈∀=+ βεσ

 
(22)                                   

( ) ( ) ( )( )( )+−−= atuRtt εβγβ νν
2

. ~
  p.p. [ ]Tt ,0∈  

(23)                                                       ( ) 00 uu =  dans 

Ω , ( ) 00 ββ =  sur 3Γ  
Les difficultés majeures rencontrées dans la résolution du 
système non-linéaire (20)-(23) résident dans la non-
linéarité des fonctions constitutives A et E ainsi que la 
dépendance de la fonctionnelle j de la solution de ce 
système. 
 
3.2 Existence et unicité de la solution 
 
Concernant l’existence et l’unicité du problème PV, on a 
le théorème suivant : 
 
Théorème 1 : Sous les hypothèses (10)-(17), le 
problème PV admet une solution unique   ( )βσ ,,u , qui 
satisfait : 
 (24)             

[ ]( ) [ ]( ) [ ] ( )( ) ∩Γ∈∈∈ ∞
3

2,1
1

1 ;,0,;,0,;,0 LTWQTCVTCu βσ Q 
Pour démontrer ce théorème nous construisons deux 
problèmes auxiliaires et nous démontrons l’existence et 
l’unicité de leurs solutions. Ensuite nous construisons une 
application contractante où son unique point fixe est la 
solution faible du problème mécanique de départ. 
Dans la première étape nous considérons le problème 
auxiliaire suivant dans lequel la fonction 

[ ]( )VTC ;,0∈η  est donnée. 
 
Problème PV2 : Trouver un champ des déplacements 

[ ] VTu →,0:η  tel que : 
(25)                           

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]TtVwwtfwtwtuA
VV

Q

,0,,,,
.

∈∈∀=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ηεε η

                                                                                      (26)                        
( ) 00 uu =η  

Lemme 1 : Le problème PV2 admet une solution unique 

ηu [ ]( )VTC ;,01∈  

Preuve : Soit VV →Ρ : , l’opérateur défini par : 
(27)                                                

( ) ( ) VwvwvAwv
QV

∈∀=Ρ ,,, εε  
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De l’hypothèse (10), il résulte que l’opérateur P est 
fortement monotone et de Lipschitz, alors le théorème sur 
les inéquations variationnelles elliptiques de première 
espèce (cf. [3, p.60]) entraîne l’existence d’une fonction 
unique  ηv  qui satisfait : 

(28)                                                                 
[ ]( )VTCv ;,0∈η  

(29)                                                        
( ) ( ) ( ) [ ]Tttfttv ,0∈∀=+Ρ ηη  

Soit [ ] VTu →,0:η  la fonction définie par : 
(30)                                                        

( ) ( ) [ ]Ttudssvtu
t

,0
0

0 ∈∀+= ∫ ηη  

De (27)-(30), il résulte que ηu  est l’unique solution du 

problème PV2 et elle satisfait [ ]( )VTCu ;,01∈η . 

Dans la deuxième étape nous utilisons la solution ηu , du 
problème PV2 pour formuler le second problème 
auxiliaire suivant : 
 
Problème 3 : Trouver un champ d’adhésion 

[ ] ( )3
2,0: Γ→ LTηβ  tel que  

(31)                                            

( ) ( ) ( )( )( )
+

−−= atuRtt εβγβ ηνη
2

. ~
  p.p. [ ]Tt ,0∈  

(32)                                                                          
( ) 00 ββη =  

Où ηνu  désigne la composante normale de la fonction  

[ ]( )VTCu ;,01∈η . 
Nous avons le résultat suivant : 
Lemme 2 : Le problème 3, admet une solution unique 

[ ] ( )( ) ∩Γ∈ ∞
3

2,1 ;,0 LTWηβ Q 
Preuve : Soit la fonction 

[ ] ( ) ( )3
2

3
2,0: Γ→Γ× LLTFη  définie par : 

                                                         
( ) ( ) ( )( )( )

+
−−= atuRttF εβγβ ηνηη

2~,  

Comme la fonction ηF  est Lipschitzienne par rapport au 

second argument β  et uniformément continue par 

rapport au temps t  et pour tout ( )3
2 Γ∈ Lβ , 

l’application ( )βη ,tFt →  appartient à  

[ ] ( )( )3
2;,0 Γ∞ LTL  , alors le théorème de Cauchy-

Lipschitz entraîne l’existence d’une fonction unique 
[ ] ( )( )3

2,1 ;,0 Γ∈ ∞ LTWηβ , qui satisfait (31) et (32). 

La régularité ∈ηβ Q, découle de (31), (32) et de 

l’hypothèse 10 ≤≤ ηβ  p.p. sur 3Γ . 

Dans la troisième étape, pour tout [ ]( )VTC ;,0∈η , 

on note par ηu  la solution du premier problème auxiliaire 

et par ηβ  la solution du second problème auxiliaire. 

Maintenant on définit l’application [ ] VT →Λ ,0:  par : 
(33)             

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]TtVwwtutjwtuEwt
QV

,0,,,,, ∈∈∀+=Λ ηηη βεεη
 
Lemme 3 : Pour tout [ ]( )VTC ;,0∈η , la fonction 

[ ] VT →Λ ,0:η  appartient à l’espace de Banach 

[ ]( )VTC ;,0 . En outre il existe 

∈
∗

η [ ]( )VTC ;,0  telle que 
∗∗

=Λ ηη . 

Preuve : (i) Soient ∈η [ ]( )VTC ;,0  et 

[ ]Ttt ,0, 21 ∈ . En utilisant (33), (19) et (R1) on obtient : 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )
+−+−≤Λ−Λ

Γ3
2212121 LQV

tuptupctuEtuEtt ηνηνηη εεηη
 

+ ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

+−
Γ3

222
2

11
2 ~~

L
tuRttuRtc ηνηηνη ββ   

+

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )3

2

2

*

21

*

1

Γ

−

L

tuRtptuRtpc ητητητητ ββ

 
En utilisant (11)-(13) et l’inégalité 10 ≤≤ β  ainsi que 

les définitions des opérateurs de troncature R~  et 
*
R  on 

déduit que : 
 (34)                  

( ) ( )
V

tt 21 ηη Λ−Λ

( ) ( ) ( ) ( )
( )3

22121 Γ
−+−≤

LV
ttctutuc ηηηη ββ  

Comme ∈ηu [ ]( )VTC ;,01  et 

( )( )3
2,1 ;,0 Γ∈ ∞ LTWηβ , alors de (34) on déduit que 

∈Λη [ ]( )VTC ;,0 . 

(ii) Soient ∈21 ,ηη [ ]( )VTC ;,0  et [ ]Tt ,0∈ . Pour 
simplifier l’écriture on note : 

iii iii uvuu ηηη ββ === ,, & pour 2,1=i . En intégrant 

(31) sur l’intervalle [ ]t,0  et en tenant compte de la 
condition initiale (32), on obtient : 
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( ) ( ) ( )( )( )∫ +−−=
t

aiii dssuRst
0

2
0

~ εβγββ νν      

[ ]Tt ,0∈∀  
Donc on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )∫ ΓΓ

−≤−
t

LL
dssuRssuRsctt

0

2
22

2
1121

3
23

2

~~
νν ββββ  

En utilisant (R3) et le fait que 2211 ββββ +−=  on 
aura : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ΓΓΓ
−+−≤−

t

Lvv

t

LL
dssusucdsssctt

0
21

0
2121

3
2

3
2

3
2 ββββ  

De cette dernière inégalité et d’un lemme de Gronwall (cf. 
[3, p.162]), il résulte que : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ΓΓ
−≤−

t

LvvL
dssusuctt

0
2121

3
2

3
2ββ  

En utilisant (R1), on aura : 
 (35)                                  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −≤−
Γ

t

VL
dssusuctt

0
2121

3
2ββ  

En utilisant les mêmes arguments que ceux utilisés pour 
obtenir la relation (34) on trouve :  

( ) ( ) ≤Λ−Λ
V

tt 21 ηη

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
22121 Γ

−+−
LV

ttctutuc ββ  

De cette dernière inégalité et de (35), on aura : 
( ) ( ) ≤Λ−Λ

V
tt 21 ηη

( ) ( ) ( ) ( )∫ −+−
t

VV
dssusuctutuc

0
2121  

Puisque 1u et 2u ont les même valeurs initiales, il résulte 
que : 

( ) ( ) ( ) ( )∫ −≤−
t

VV
dssvsvtutu

0
2121  

En combinant ces deux dernières inégalités on obtient : 
(36)                                 

( ) ( ) ≤Λ−Λ
V

tt 21 ηη ( ) ( )∫ −
t

V
dssvsvc

0
21  

D’autre part de (25), il résulte que : 
( ) ( ) ( ) ( ) 0,, 21212121 =−−+−−

VQ
vvvvvAvA ηηεεεε     

sur ] [T,0  
En utilisant dans cette dernière inégalité le fait que 
l’opérateur A  est fortement monotone et l’inégalité de 
Korn ainsi que l’inégalité de Cauchy- Schwartz, on 
obtient : 
(37)                               
( ) ( ) ( ) ( )

VV
sscsvsv 2121 ηη −≤−     [ ]Ts ,0∈∀  

De (36) et (37) on déduit que : 

( ) ( ) ( ) ( )∫ −≤Λ−Λ
t

VV
dsssctt

0
2121 ηηηη     

[ ]Tt ,0∈∀  
En réitérant cette dernière inégalité pour m  temps 
donnés dans [ ]T,0 , on obtient : 

( ) ( )VTC

mm

VTC

mm

m
Tc

;,021;,021 !
ηηηη −≤Λ−Λ  

Pour m  assez grand, cette dernière inégalité entraîne que 
Λ est un opérateur contractant dans l’espace de 
Banach ( )VTC ;,0 . Par conséquent Λ admet un seul 

point fixe ( )VTC ;,0∈
∗

η . 
 
Démonstration du théorème 1. 
Maintenant on peut utiliser les trois lemmes précédents 
pour démontrer l’existence et l’unicité du théorème 1 
(c’est-à-dire l’existence de la solution faible du problème 
mécanique de départ). 
 

Existence. Soient ( )VTC ;,0∈
∗

η  le point fixe de 
l’opérateurΛ et u la solution du 

Problème PV2, pour 
∗

=ηη (c’est-à-dire ∗=
η

uu ). Nous 

notons parσ  la fonction donnée par (20) et parβ  la 

solution du problème 3, pour 
∗

=ηη   (c’est-à-

dire ∗=
η

ββ ). On voit bien que les égalités (22) et (23) 

sont vérifiées respectivement par le problème PV2 et le 

problème 3. En outre, puisque   
∗∗

=Λ ηη , il résulte de 
(25) et (33) que (21) est aussi vérifiée. Ensuite du lemme 
1, il résulte que   ∈u [ ]( )VTC ;,01 . En outre de 

(20), (10) et (11) il résulte que    ∈σ [ ]( )QTC ;,0 . 

Choisissant maintenant ( )NDw Ω∈  dans (21), on 
obtient : 
 (38)                              00 =+ fDivσ    [ ]Tt ,0∈∀  
En utilisant (16), alors cette dernière égalité entraîne 
que ∈σDiv [ ] ( )( )NLTC Ω2;,0 . 

Par conséquent ∈σ [ ]( )1;,0 QTC . Rappelons aussi 
que la régularité du champ d’adhésion 

[ ] ( )( ) ∩Γ∈ ∞
3

2,1 ;,0 LTWβ Q,  
résulte du lemme 2. 
Nous concluons que ( )βσ ,,u  est une solution du 
problème PV, qui satisfait (20). 
Unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de 
l’unicité du point fixe de l’opérateur Λ et de l’unicité du 
problème PV2 ainsi que celle du problème 3. 
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En effet; soit ( )βσ ,,u  une solution du problème PV qui 

satisfait (24) et notons par ( )VTC ;,0∈η  la fonction 
définie par :  
  (39)                 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )wtutjwtuEwt

QV
,,,, βεεη +=    

Vw∈∀ , [ ]Tt 0∈  
Les égalités (20), (21), (25) et la condition initiale 

0)0( uu = entraînent que u est solution du problème 
PV2, mais d’après le lemme 1 ce problème admet une 
solution unique ηu , par conséquent on a : 

  (40)                                                    ηuu =   

L’égalité (22) et la condition initiale 0  )0( ββ =  

entraînent queβ  est solution du problème 3 mais d’après 

le lemme 2 ce problème admet une solution unique ηβ , 
par conséquent on a : 
  (41)                                                       ηββ =  

En utilisant (33) et (39) – (41), on déduit que ηη =Λ . 
Comme l’opérateur Λ admet un seul point fixe, il résulte 
alors que : 

  (42)                                                     
*
ηη =  

L’unicité de la solution est maintenant une conséquence 
de (40) – (42) combinées avec (20). 
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