Sciences & Technologie A — N°34 Décembre. (2011), pp. 23-27

STABILITE LOCALE ET GLOBALE D’UN MODELE
EPIDEMIQUE NON LINEAIRE.

LAID Chahrazed et RAHMANI Fouad Lazhar.

Universite Mentouri, Department de Mathematiques,

Facultée des sciences Exactes, Constantine, Algerie.

Recu le 11/03/2009 — Accepté le 21/07/2011

Résumé

Ce travail présente un modéle épidemiologique dans une population de taille totale N qui est divisées en trois sous
populations épidémiologiques des personnes qui sont suseptibles, infecticux et ceux mis en quarantaines. Le modéle
contient un point d’équilibre trivial et il existe aussi le poin non trivial. Nous avons etudier la stabilité global et local
des deux points d’equilibres trivial et non trivial, aussi on a pu obtenir le nombre de reproduction basique.

Mots clés: Modéle epidémique, Nombre de reproduction basique, Stabilité globale, Stabilité asymptotiquement
locale.

Abstract

This work presents an epidemiological model in a population oftotal size Nis constant which 1is divided
into three sub-populations of people who are epidemiological suseptibles, infectious, and those
placed in quarantine. The model contains a disease-free equilibrium and the endemic disease point. We study the
stability of both global and local points of trivial and nontrivial equilibria, so we could get the basic reproductive
number.

Keywords: Modéle epidémique, Nombre de reproduction basique, Stabilité globale, Stabilité asymptotiquement
locale.
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I ntroduction

On considére le modele épidémiologique SIQS qui est
défini comme suit:

S(t)=nr-u,S(t)- BS(t)I(t)+ 7Q (t)+ v,
()= BS(O1() = (1, + 1= a 1(1)Q (1) + p.
Q (1) = @ 1()Q (1)~ 1:Q (1) - ¥Q (1).

(1.1)
Ou S (t),I (t)et R (t) sont respectivement la densité des
individus susceptibles infectieux et ceux mis en
quarantaine au temps t.
His By s Hy

Ou les paramétres positives sont les taux
de mortalités naturelle des susceptibles, infectieux et ceux
mis en quarantaines respectivement. Le parameétre constant
non-négatif d représente le taux mortalité causé par la
maladie, et A c’est le taux de naissance.

Le paramétre fest letaux de transmission entre
susceptibles et infecticux (taux de contacts), et o désigne
le taux de contacts des infectieux mis en quarantaines.

La constante y est la vitesse de récupération des individus
mis en quarantaine perdent leur immunités temporaire et
reviennent a la classe susceptibles.

Les parameétres v, p sont les taux d’immigrations des
susceptibles, infectieux respectivement.

Le modele (1.1) est un modele épidémiologique non
linéaire qui est donnée par le parameétre d’incidence
bilinéaire BSI, d’ou SI mesure la force de ’infection de
1I’épidémie.

Le modéle mathématique en (1.1) est important, il décrit la
dynamique de 1’épidémiologie.

L’organisation de ce travail est donnée comme suit, dans la
section 2 nous avons présenté le modele mathématique qui
se compose de trois équations différentielles avec plusieurs
parameétres constants positifs et non nuls. Dans la section 3
nous avons calculé le point d’équilibre dans le cas de
I’absence de 1’épidémie et sa stabilit¢ globale et locale.
Dans la section 4 [Dexistence du point d’équilibre
endémique et sa stabilit¢ locale, et I’étude da sa stabilité
globale a étais présenter dans la section 5.

2 Modéle d’équations

La taille de la population totale N (t) est divisé en trois
sous classes distinctes épidémiologiques des personnes qui
sont susceptibles, infectieux, et ceux mis en quarantaines,
avec des taillesnotéespar S(t), I (t), et Q (1),
respectivement.

Le modele SIQS ayant une force infectieux dans le temps
latent, infectés et ceux mis en quarantaine période est
décrite par le systéme suivant d'équations différentielles:
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A —pu,S-BSIT+ yQ + v,

S =
I =BST-(p, +d)I- o lIQ + p,
Q = alQ - p;Q - vQ.

@2.1)

Le systétme (2.1) est positif cela signifie quela
solution reste positive pour toute trajectoire initialisée a des
conditions positives.

On considére (2.1) un systéme sans immigrations pour
étudier sa stabilité, alors on peut 1’écrire de la manicre
suivante:

S =& -pu,S-BSI+ yQ,
I=BST-(p, +d)I- o IQ,
Q = «IQ - p,Q - vQ.
2.2)
La taille de la population totale N

(t) peut étre déterminée par N =S + I+ Q alors

N <A4-uN , aprés intégration on obtient:
y) A -
N S_+(NO——je ut
H My , en temps 0. (2.3)

Avec les conditions initiales :
S(0)=35,,1(00=1,,Q(0)=Q,

N0 =Sot1+Q, (2.4)

A
Q:{(S:LQ) € Ri,S+I+Q SN< _}
, est invariante
positivement par le systeme (2.1).

3 Le point d’équilibre Trivial et sa stabilité.
Dans cette section on cherche les points d’équilibres et on

étudie la stabilité.
Les points d’équilibres du systéme (2.2) est comme suit:

A—pS—BSI+yQ =0,

3.1)
BSI— (i, +d)I-alQ =0, )
Q- — 0.
alQ—(p, +7)Q=0 .
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En I’absence de 1’épidémie dans le cas d’équilibre avec ~ On a la deuxiéme équation du systéme (2.2) et la condition

tous les parameétres positifs non nuls le systeme (2.2) a le S < A
/1 = 5
E, =(—,0,0)T R alors.
point d’équilibre trivial Hy . . B A
Au début en analysant le systtme au point [(t) <1 0 H— - (d + U, )
e o E T e !
d’équilibre ~° on obtient I’équation caractéristique. Aprés intégration et avec les conditions initiales de
P I’équation (2.4) on obtient:
-, -A 7 ¥ q (2.4) -
1
B I(t)SIOeXp—{(d+u2)——}t
det| O —(u2+d)—A 0 =0 Ky
1 b
pour tout t >0. (3.8)
0 0 —( u, + 7/) -A
BA
(3.4) (d+py)-"—
Si Ro< 1, alors H >0, d’ou I(t) converge

Alors les valeurs propres sont comme suit: ¢xponentiellement vers zéro.

BA On a la troisiéme équation du systéme (2.2), en utilisant
A =—-u A, =—- (,uz + d ),A3 = —(yI;éG[ua)t/io)l(ZS)onobtient.
H aep, - BEL
: (3.5) Q =Q(al-pu,;-yS)<Q aloe{ “‘}—(u3+y)

L’épidémie est asymptotiquement localement stable si et
seulement si les valeurs propres de la matrice jacobiénne
ont leur parties réel négatives. On a la condition suivante:

B

Apres intégration avec les conditions initiales de 1’équation
(2.4) on obtient:
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1 3.6) Q (1)< Q,exp- 7 al; ﬁ_}\ew( >p.}+(ul+y)[
+ Ho )

Tant que la condition (3.6) est remplie le point d’équilibre . (3.9)
E° du systtme (2.2) est unique est reste
asymptotiquement localement stable. al, _Br
Alors le nombre de reproduction basique de I’infection R[J (d+ )_@> Oct(d +1,) W, >0
est défini comme suit: . Ha n

1 Si Ro< 1, ! , Q@)
R , = B converge exponentiellement vers zéro.

,U 1 (,U 2 + d ) (3.7)
On a I’équation $=A-uS-BST+7SQ, ;.

En utilisant R, nous pouvons affirmer le lemme suivant

indiquant la stabilité de E, . S
Lemmel. Supposé que

) ) » E En utilisant la méme technique avec les conditions initiales
Si Ro<l, alors le point d’équilibre —© est localement ge I’équation (2.4) on obtient:

asymptotiquement stable, stable si Ro=1, instable si Ro>1. A [ A
+ S, j e ~ Bt

Sx_}’HSa

Pour montrer la stabilit¢é localement asymptotiquement S <

noy noy

stable deEOdansQ, on doit démontrer le théoréme (3.10)
suivant.

Théorémel. Finalement, si R[0< 1, S(t) converge exponentiellement
Si RL<I, le point d’équilibre EO est globalement L E
asymptotiquement stable dans €Q. vers M1 . Alors le point d’équilibre 0 est globalement

Preuve. asymptotiquement stable dans Q.o

Soit Co-10-:Q0) €.

N . o, E
Pour cloturé  1'étude de  la  stabilit¢  de °,nous
devons discuter du cas Ro=1, dans le but d'atteindre
notre objectif, nous avons le lemme suivant:
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Lemme2. [7]

Soit D intervalle bornée in R et h: (to, ©)xD— R, une
fonction uniformément continue bornée, soit x

(to,00)xD— R est la solution de:

X

= h (t,x )
Qui est défini dans I’intervalle (to, «), alors
(i) lim inf h (t,x, )< 0 < lim sup h (t,x ., ),
(i)lim inf h (t.x" )< o0 < lim sup h (t.x "),
(3.11)

D’ou,
X_ =liminfx(t),x” = limsup x(t).

o t—> oo ( ) t— o0 p ( )
Théoréme2.

E,

Si Ro=1, le point d’équilibre
asymptotiquement stable dans Q.

est globalement

Preuve.

(Se:10:Q) €Q

Soit
On a la deuxieéme équation du systéme (2.2) et la condition
S < }”_
Mo alors.
i< 1[&_ (d + “2)j
By

On a Ro=1, c’est-a-dire
g A dlI
(urvdy= L2 L
My et dt
Donc I(t) une fonction est positive et non croissante, d’ou:

1(t) - 7”1 c [0.% ).

En appliquant le lemme 2 sur la troisiéme équation du
systéme (2.2), on a:

< 0.

lod(N=S—1)—(p, +) Q. <O<Jodl(N—=S—I)—(p, +y) Q" ’

Donc

l(N-S-1) <0.<@< ol(N-S-1)
() 7 ()
Alors
lim Q(t) > Q. =Q" = Q(x»)

En appliquant de la méme manicre et la méme méthode en
utilisant le lemme 2 on déduit
lim S(t) = S (o)

que t—> o

Puisque Ro=1, le point d’équilibre ~© est instable.
Pour chaque >0, il existe n(¢) telle que:
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Si

<

S, - —

1

+ I, + Q,

n (&)

SN
My

Alors pour t>0,
que:

<g, [(t)< g, et Q(t)< &. On déduit

lim S(t) = S,,lim I(t) = I,,etlim Q (1) = Q.

4 Stabilité locale du point d’équilibre endémique.
On introduit
X(1)=S (t)y (1)=1 (t)etz (1)=Q (1),

*
systéme (2.2) est centré par le point E etla partie linéaire
est comme suit:

X(t)==(sm+B1")x=pS"y +72,
y (t)=41"x +(,6’S*—aQ*—(y2+d))y —al’z
Z(t):aQ*y +(a| *—(y3+y)),

4.1)

*
L’équation caractéristique au point E du systéme est
comme suit:

~(4+p17)-A S y
det| p1” -A —al” |=0
0 Q” -A
(4.2)

L’équation caractéristique s’écrit sous la forme suivante :

3 2
A’ +aA” +bA +C =0. Avec les nouvelles notations

suivantes:

a=p+pl°b=I *[(a+ﬂz)8* ~(1, +d )J,c —al Q" [au, + ).
(4.3)

L’épidémie est localement asymptotiquement stable si et

seulement si tous les valeurs propres de la matrice
jacobienne ont une partie réelle négative si et seulement si:

a>0, ¢c>0 et ab—c>0.

On a et ¢ sont positive et non nulle, on calcul alors ab —c,
on obtient:
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~(w+ A1) (1 [+ )8 = (1, +4) )~ a1 Q" ass + ]

s

ab —c
ab —c a [(DH"BZ)(OWI +'B('u3+7))_aﬂ]+%|:a(l—,ul)—ﬁ(ﬂ3

ap, + B (us+ 7))
a f
Alors le point d’équilibreE

asymptotiquement stable.
Le point d’équilibre endémique et sa stabilité globale.

>0

ab-c>0 si

*

est localement

Lorsque le point d’équilibre trivial EO du systeme (2.1)
est localement asymptotiquement stable le point d’équilibre
endémique n’existe pas. Lorsque R[J>1 le systéme (2.2) a
un point d’équilibre non triviale unique

E* :(S*al *’Q*),d’Ole

+

g - Ao Cy(p,+d)
ap, + Pu, a“1+BH3’
I*:“'SJ'_’Y’
a
. _ B2 - By(w,+d)  (m,+d)
ap, + P, 0((0‘“1"'[3”3) a
(5.1)
Icionprendlecasoﬁ'ul:’uzz’%:’u.
Dans ce cas N:S+I+Q:/1_'UN, pour
A A
N (t)==+(N,—S)e lim N (t) = 2
0, H ,alors ' H

Etudier le comportement asymptotique de la solution du
systtme (2.2) nous menent a supposer que

S + + Q 4

H | alors le deux premiéres
€quations du systéme (2.2) sécrivent comme suit:

S =a-2L(u+y)S -yl - BSI =P(S,1)
U

| =(B-a)Sl +al’—(d +u+ %) =P,(S,1)
y7,

(5.2)
Théoréme 3. Dulac Critére
On a D;={S(t)>0, I(t)>0, S+I<1} est une région simplement
connexe du plande phase. S’ il existe une fonction
continiment différentiable telle que:
o(DP,) o(DP,) .
os | ar S=RGS.1)

I =PR,S,1)
Les orbites contenues dans D; ne sont pas totalement
fermées.
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Théoréme 4.

Ro> 1, alors le point d’équilibre endemique E est

7 Ejobalement asymptotiquement stable.

Preuve.
On prend la fonction de Dulac [12],
D(S.1)=—
pour S, >0, on a:
o(bR),a(0R,) _ (u+7)(SHQ) u  a
oS ol IS? S* 'S
<0 (5.3)

D’aprés le critere de Dulac le systéme (4.2) na pas
d’orbites périodiques alors le systéme (4.2) n’admet que 2

A
points d’équilibres ( # , 0) et S

Lorsque R[> 1, E, est instable et d’apres le théoréme

Poincar-Binedixon [12] E est globalement
asymptotiquement stable. 0
CONCLUSION

On a étudié dans se travail la stabilité asymptotique locale
et la stabilité globale des deus points d’équilibres trivial et
non trivial du systéme donnée en (2.2). On a prouvé que Si
Ro<l1, alors le point d’équilibre E, est localement
asymptotiquement stable, stable si Ro=1, et instable si
Ro>1. On a démontré aussi que Si Ro> 1, alors le point
d’équilibre endemique est globalement asymptotiquement
stable.
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