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Résumé

Les états cohérents jouent un grand role dans la mécanique quantique et peuvent étre considérés
comme liens avec la mécanique classique; par conséquent, il est nécessaire de les étudier dans un cadre
plus général de la quantification qui constitue la théorie de déformation.

Nous avons étudié les états cohérents du groupe de Weyl-Heisenberg faiblement déformé. Nous
avons également étudié quelques propriétés des états cohérents faiblement déformés de cette algébre, et
construit I’opérateur de déplacement généralisé, ainsi que la minimisation de la relation d’incertitude de

Heisenberg.

Enfin, nous avons étudié les états cohérents de 1’algébre de W.-H. dans 1’espace de configuration.
Mots clés: Etats cohérents Q-déformés, Opérateur de déplacement.

Abstract

Coherent states plays an important role in quantum mechanics, it maybe considered a bonds with the
classical mechanics, in consistent, it is necessarily to study the coherent states in general case of the

deformation theory.

We have studied the coherent states of the Weyl-Heisenberg groups in the concept of the weak

deformation theory.

N. BOUCERRREDJ

We have studied also some properties of the coherent states of this algebra, constructed the general | Département de Physique

displacement operators, and the minimization of the Heisenberg uncertainty relations. Faculté des Sciences
Finally, we have studied the coherent states of the W.-H. algebra in the configuration space. Université Badji Mokhtar
Keywords: Q-deformed coherent states, displacement operator. B.P. 12, 23000 Annaba
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Une des véritables notions utilisées couramment dans la physique
quantique est les états cohérents [1]. Les ¢états cohérents sont
introduits la premiére fois par Schrodinger; les états cohérents du
rayonnement électromagnétique ont été introduits par Glauber [19]. Les
états cohérents sont appliqués dans plusieurs problémes physiques [2]
incluant les applications dans la physique classique [3].

Les intégrales de chemins [4,5] et les états cohérents [5.6] ont joué un
grand rdle dans I’étude des systemes quantiques, particuliérement pour
établir la correspondance entre la physique classique et la physique
quantique. L’utilisation des états cohérents pour fournir une méthode
alternative dont le but est d’obtenir I’intégrale de chemin dans 1’espace
des phases et I’équation du mouvement de Hamilton [4] est initié par
Klaudeur [7]. Cette technique est récemment étendue pour introduire une
formulation dans le terme des états cohérents généralisés du groupe
SU(1,1) [8], SU(2) [9], etc. Plus récemment, 1’algébre quantique ou les
groupes quantiques sont étudiés [10,11], et les états cohérents du groupe
SUq (2) sont définis [12,13].

Cependant, dans [14,15], les propriétés mathématiques des états
cohérents g-déformés, les états super cohérents, les intégrales de chemins
[16] et leur limite semi-classique sont discutés.

Les états cohérents de ’oscillateur harmonique sont formés par des
superpositions particuliéres des états cohérents canoniques [17]. Dans le
cas ordinaire, ces superpositions sont des vecteurs propres de 1’opérateur
d’annihilation «a», «a» vérifiant I’algébre de Weyl g-déformée (aa* -
g*a‘a=1).

Le remplacement des variables de coordonnées et de moment qui
commutent d’une particule classique par les opérateur x et p satisfont la
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relation de commutation de Heisenberg: [x,p]zxp—px:ih,

et dote cette particule de caractéristiques ondulatoires.
Accordé a la définition originale, les états cohérents sont
des états dans lesquels les propriétés corpusculaires d’une
particule quantique sont mieux observées.

Comme résultats, il y a plusieurs définitions
quantitatives différentes des états cohérents qui sont
équivalentes seulement au cas de 1’oscillateur harmonique.

Des points de vue physique et mathématique, les états
cohérents de la mécanique quantique sont des objets
fascinants qui ont des applications dans plusieurs champs
[17,18].

Les états cohérents sont des superpositions linéaires
cohérentes de tous les états stationnaires |(pn>, qui sont

désignés par : "Etats quasi-classiques ou états cohérents de
I’oscillateur harmonique" [19].

Dans cet article, nous allons étudier les états cohérents
faiblement déformés avec quelques propriétés de ces
derniers, et construire [’opérateur de déplacement
généralisé. Finalement, nous étudierons les états cohérents
dans la représentation de configuration.

1- ALGEBRE DE WEYL-HEISENBERG
Q-DEFORMEE

L’algebre de Weyl-Heisenberg g-déformée et qui admet
une structure de Hopf est générée par les opérateurs a, a”, et
1 vérifiant les relations de g-commutation suivantes:

[a,a*]qzl

la.1Ha* 10 (1.1)

Un élément x de cette algébre peut s’écrire sous la
forme [20]:
xe (W, H) : x=isl+oat—oa, seR. (1.2)
ou a et a* sont les opérateurs d’annihilation et de création
respectivement et 1 I’opérateur unité.

La loi de g-commutation est donnée par:
[4,B],=4B—qBA

ou ¢ est le paramétre de déformation.
Dans la représentation de Macfarlane, les opérateurs a
et a* sont donnés par [21]:

(1.3)

at=a [exp (2isx)—exp(is0) exp(isx)] ,

a=o [exp (—2isx)—exp (—isx) exp(isa)] . (1.4)
ou q:e*52 et aa= ! , o réel.
1-¢g2
La construction du groupe de Lie ¢-déformé

correspondant & 1’algébre de Lie g-déformée se fait par
exponentiation:

expxzexp(isl)D(a) (1.5)
avec
D(a):exp(aa+ —&a). (1.6)

D(a) est ’opérateur de déplacement; x est donné par
I’expression (1.2).

Pour trouver la loi de multiplication de I’opérateur D(a),
on utilise ’identité suivante:
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eABe—A:B+[A,BP%[A,[A,BE%[A,[A,[A,B]}...

D’ou la formule de Hausdorf-Campbell-Beaker (H.C.B)
donnée par:

(1.6a)

(1.6b)

Posant A=—aa* et B=oa ; donc le commutateur [A,B]

devient:

[A,B]=[—aa+ ,aa]=~|a|2 [a,a+ ] (1.7)
D’autre part on a:

[4.8H4.B],+(q1)BA4.B] +eBA+ole?) (1.8)

En utilisant les relations de commutation g-déformées et
la formule (1.6b), on trouve la loi de multiplication de
I’opérateur D(a) dans la théorie de faible déformation
[21,22]:

f?
D(a)=e 2

2
o

o
+
eara
2

+o(e2 )

2- ETATS COHERENTS Q-DEFORMES

(1+28|0[| 2 )e‘a" et o (1.9)

Déterminons le ket |a>8 en utilisant un développement
sur les états |¥’n> [19]:

Classiquement, on a:
dlo)=dla)

@.1)

et
ol

o
|a>=e 2 Z\/ﬁ

En appliquant ’opérateur D(a) sur 1’état du vide |l//0> ,

729 (2.2)

on obtient une série des états cohérents ﬂa)}:

|e)=D(et)yo ) (2.3a)
Ce qui implique:
(al=(wo|D* (o) (2.3b)

D(a) est la transformation (1.9) qui, a partir de 1’état de
vide, donne 1’état cohérent |oz>‘9 .

Apres tout calcul fait, on trouve I’expression suivante de
I”état |a> a l’ordre &:
_ﬂ(l_lg‘a‘zj
), =D@jo)=e > 13" )s

g%[1+%g[(n+1((n+2)—|a| 2 )+|a| 2 H|n>+o(82 )

Essayons maintenant de voir si 1’état cohérent |a>8 est

(2.4)

un état propre de ’opérateur d’annihilation @ comme dans

le cas ordinaire.
Appliquant

|a>£ donné par (2.4):

I’opérateur d’annihilation sur 1’état
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- 2.5)
g%[l+%e((n+1((n+2)—|a| 2 j+|a| 2 ﬂa|n>

On a:

a|n>=\/W|n—l>,

1
[n]zn{H%e(n—i—l)} .
Donc, on trouve:

da), =ola), +ele))

avec:

3o (2 13t ) [ o
x(n+1) }|n—1>

Ce qui prouve que |a>6 n’est pas vecteur propre de

(2.6a)

(2.6b)

I’opérateur a [21].

3- PRODUIT SCALAIRE DE DEUX ETATS |oz> :
Considérant deux kets |a> et |ﬁ>, leur produit donne:

(Blo)=(wo| D+ (B)YD(@)yo) (3.1
On a:

D*(B)D(a))=ePa-Ba* gaa*-aa (3.2)

En utilisant les relations de commutation g-déformées et
la formule de H.C.B., on trouve:

D+ (pote-ep| a1l )

j (3.3)
Dlya-pleolimapa
Avec L
Dhta-pykexpyia—pratla—Bh. (3.30)
et
y=1+(ig/2)nn(a,73X1+(2ﬁ/3(a—ﬁ))) (3.3b)

En peut écrire le produit D*(f)D(a) sous une autre
forme, et ceci en remarquant que:

[a,a+]q=1+ea+a (3.4a)
Ce qui implique:
at a:(acfr —1X1—8)+0(82 ) (3.4b)

On remplacant dans (3.3), on trouve [20] :

D+ ([)’)D(a)=exp(iImaZ’Il—g(l+%|a—ﬁ| 2 ij[y(a—,B)] 3.5)

><exp(z}sIInoz,Z’)anr
d’ou I’on tire:
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( ,B|a>=exp(ihnaEIl—e(l+%|a—ﬂ|2DD[))(a—ﬁ)]

xexp(iglmaﬁ)

Ce produit scalaire n’est donc jamais nul; donc, le
produit scalaire de deux états cohérents n’est pas
orthogonal.

(3.6)

4- RELATION DE FERMETURE

D’aprés la formule (2.4),on a :

o " 1 2 2
gﬁ[l+ze((n+1((n+2)—|a| )+|a| j}|n>+0(82)
La relation de fermeture s’écrit comme:

~ ([l Retalafima}

Donc:

L e_a2(1_;8(12]i%{l+ie((n+l{(n+2)—|a|2)+|a|2J}|n>
Z \/_[H—g( m+1( m+2)—|a| )+|a| ﬂ(m|d{Rela} (Ima)

(4.2)
c'est-a-dire, en passant en coordonnées polaires dans le plan

4.1

complexe de & (en posant a=pei? ), on trouve:

—Tpdpjd e P Z

eim

phein

[l+—( n+l)fn+2)-p? )+p }|n

p

[”—( m1)m+2)-p2 Jep? | }

-jpdpjd e
(n+l)(n+2)+zp ]—9—0(8 )}|n><m|

L’intégrale en ¢ se calcule aisément:
27

I eil-m) ¢ =2ms
0

{ +%[(m+1)(m+2)—(n+m)p 24

(4.3)

(4.4)

d’ou I’on tire:
0 2z , p2n . 3
2 J. pdp Jd e P ZnT{[l+Z[2(n+l)(n+2)—2n p? ]—kzp“}
0 0
10f2) fnko
X (148, 1,248 44
=2J.pdpe (1+2njp +3p Z

0

p2n

n n!

e%(n+l)(i1+2)|n><n| (4.5)
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On voit que cette intégrale n’est jamais égale a 1; la
relation de fermeture est donc violée.

5- OPERATEUR DE
GENERALISE:

DEPLACEMENT D(a)

L’application de I’opérateur D(o) sur 1’état cohérent
|ﬂ> donne:

D(@)|B)=D(@D(B)lwo) (5.1)
En utilisant les relations de commutations (1.1) et la
formule de H.C.B., on trouve:

D(a)D(ﬂ)|t//0>=exp{ilm(aﬂ}(l—e[l+é|a+ﬂ|2D }
feo b

d’ou:

_ . a1 1 2 X
D(a)D(ﬁ)—eXp{lIm(aﬂIl {“ﬂ“*/ﬂ D} (5.2)

D{(a+[)’)(1+(ie/2)(lm06,§))}

et

D(a)|/3>=exp{ihn(a,;’}(l—e[l+%|a+ﬁ|2D}x
sl )

On remarque que D(a)|ﬁ> est différent de |a+/)’> ; D(a)

n’est pas un opérateur de déplacement au sens ordinaire;
donc, on peut le considérer comme opérateur de
déplacement généralisé.

(5.3)

6- RELATION D’INCERTITUDE DE HEISENBERG
DANS LA THEORIE DE FAIBLE DEFORMATION

L’état cohérent faiblement déformé |a> est donné par:

o o’
|a>8—exp ——+ — Z\/_|:1+ (n +3n+2—- n|0c| ﬂ|n>
6.1)
Dans le cas ordinaire, on a:
|
e 2 3 )

n

Donc |a>8 peut s’écrire sous la forme:

), 59 1

avec

+g|a'>

2 (nz +3n+2—n|0c|2 +§|a|4 )a_

n
)
Jn!
Les valeurs moyennes des opérateurs X, X %, P, et P?
sont définies par:
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(X), =, (dXla),. (P),=,{o|Pla),
(¥2), =, (X ?a),. (P?) =, (dP?a),

L’écart-type moyen est:

2

>g_<X>£
Les opérateurs X et P en terme de a et a* sont donnés
par:

AX = <X2

Les valeurs moyennes <X >6 et <P>8 peuvent étre

obtenues en expriment les opérateurs X et P en fonction de
aeta’.

Aprés tout calcul fait, on trouve:

AX:{(h/me{H%(az-i-a*z—4aa*+2)zne_“2 x

1

((aa*y'/n!j(n2+3n+2—n|a|2-|—§|a|4j }ma* }2+0(82)

D’une fagon analogue, on obtient:
mhw o?
> {{1 Z( —a*2—4aa*+2)zne ol
1
((aa*Y’/n!)(n2+3n+2—n|a|2+§|a|4j }ﬁ:aoc* }2+O(82)

(6.8)

AP=

Ce qui implique:

AXAP—%{H&(I—%«X * )Ze_‘“‘z £Oﬂrzz(n2 +3n+2—
n

(6.9)
1
n|a|2+%|a|4 W2ean” }§+0(82)

Donc, la relation d’incertitude de Heisenberg dépend de
1’état cohérent utilisé.

7- ETATS COHERENTS DU GROUPE DE WEYL-
HEISENBERG DEFORME DANS LA
REPRESENTATION DE CONFIGURATION

Le résultat précédent (6.9) est valable a I’ordre . On va
démontrer dans ce qui suit qu’il est valable a ’ordre s2.
Pour une algebre faiblement déformée, le parametre de
déformation g est donné par:
q=l+¢,
2_p-2s2

(7.1)
q
Dans ce cas ‘s’ est petit au voisinage de zéro. Les

opérateurs d’annihilation et de création a et a* son(t6d§)6x)nes

par (1.4) a ’ordre s.

Aprés développement,
expressions de a et a’ [22]:

on trouve les nouvelles
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+_L{ ( _ ( 153 2):|
at= ilx ax)+s l4+x 0, += B —=x2 ||,
V2 22 (7.2)
az%{—i(;ﬁ . )—#s[—x . -i% & —%xz H

Cherchons les états propres de 1’opérateur ‘a’ donnés
par:
al)=1|2)

Dans cette représentation, on a:

%<x||:—i(x+ Y ﬂm (2)

Introduisons la relation de fermeture dans le premier
membre de I’égalité:

%{—(bﬁ%sxz )<x| p>+jdx'dp<XI(—i 0, =X Oy %S % ]|P>X
(ph)xl2) =2(af2),

Ce qui implique:
_%(mgsx Jotaye—= jdxdp P, p|p><p|x Xel2)-
Ty [acdp(ede, o) ple)

<P|x }x12)=2{xl2),

Ce qui donne:

2J< AL I dx'dp pexplip(x—x"){ x{2)-

Idx'dpx

(7.3)

dp X|P0p |p>

1 ( 3
—— Ix+=sx

2 2
—zsjdx’dpxpexp [ip(x—x' )]<
prexplip(x—x' ]<x'|/l A

On peut écrire cette expression de la facon suivante:

—%{i}ﬁ%sxz j<x|/1>—f( a c’bc)_[dxé(x—x‘Xx‘M)—

—sx 67 (?x J.dx'é X— x)<x|/1>+—s ?/ a2 J.dx’é X— x)<x|/1>
V2 22

(7.4)
={x12)
D’aprés la formule d’inversion de la transformation de
Fourier [19], on a:

Jasulepleouts)

—00

\/_

(7.5)
Remplacons le premier membre de (7.5) par sa valeur
dans (7.4); on obtient 1’expression suivante:
1 3 .
—_— +_
ﬁ(zx o )m(xy W(xy o

2\1/5 sy (X (x)..

Donc, I’équation des valeurs propres est:
—(ix+%sx2 )1// 5 (o) i+sx (x)+%sz//';i (x):\/z Jy; (x) (7.6)

On va chercher les solutions de 1’équation différentielle
suivante:
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[g(_ix_gsxz_mﬂw () 2(evsxly; (I (o).

ou
v (prblahyr (el (x)=0
C’est une équation de type hypergéométrique avec:

b(x):—(Z/ s Xi+sx),
e(x)=—(2/ s(ﬂ'x%sxz +2 /1).

Pour résoudre cette équation, posant: v (x)}=h(x W(x);

(7.7)

(7.8)

on choisit la fonction h(x) de sorte que:

201 (x J+-b(x Jh(x )=0. (7.9)
Calculons la premicre et la seconde dérivée w/l(x),

ensuite remplagons les dans (7.7), on trouve:

w5 (opblay (e ey ()=

e W e e e b o G e ) )=0 (7.10)
Si on pose:
h(x):exp[—; A(x)},

bl Al (7.11)

Donc, A(x):(—2/s(ix+%sx2 j, ce qui implique que:

h(x)zexp[(i/s)x%(xz )} ,

En calculant les dérivées A'(x) et h"(x) ainsi que les
produits b(x)A'(x) et c(x)h(x), ensuite en les remplagant dans
(7.10), on trouve que la fonction v(x) doit satisfaire la
condition:

V(e @e(is) P+ 1-2v2 275 )0 (7.12)
Faisons la transformation z—2x+(i/s), ce qui donne:
x=%[t—(i/ s)]

Remplagons dans (7.12), on trouve:

V(22 +(-v2 s o),

Elle est de 1a forme:

V(e o2 12+ p]e)=o,

ou de la forme:

V(e pfai2e2 oo, (7.13a)
a2=12=i2

7.13b

{ p=r=1-(2 /l/s)} (7130

Cette équation hypergéométrique de type de Whittaker
[23] admet une solution de type:

W )=D_(11iay/21 [i\/; (1+i)e ]

ou D, (z) est une fonction cylindrique parabolique donnée

(7.14)

par:
l+v/2 -
D (242w, L (202)
Lt
47"y
W, (22/2): fonction de Whittaker.
—+v/2,—
a7y
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Donc:

D,(2) :2V/2e_22/4{F(%)/F(l—v}&] \F (—V/2;%;22 /2)
+(z/ﬁ){(l"(—%)/l"(v/2)j A ((1-@/2;%;2/2}}}

ou:

=[=i
B=r=1-22/s.|
Dongc, les états cohérents sont donnés par:

p (x)=h(xx)
:A(exp{(ix/s%xzDD_(WM L JaP1eies(i-1)s])

(7.15)
Cette solution a une forme qui rend son interprétation
assez difficile.
Afin d'y remédier, il existe une solution perturbative
donnée par:

3 (s (s (ol s2) (7.16)

Remplacons cette solution dans (7.6), et identifions les
termes de méme ordre en s, on trouve:

oa (2 o (1)
20 (e i 202 s (e (o) 20 (e} 322w ()

(7.17)

Les solutions de ce systéeme d’équation sont données
par:

Yo, (x):Aexp(_?lx2 +ii2 x),
w1, (x):{%iA[(MZ +1)x+2i/1\/5x2 +C ]}exp(%lxz +iiA2 xj

A et C constantes d’intégration. (7.18)
Donc v (x) a l’ordre s a la forme suivante:
(x):A{exp( ( 2)—kziJ_ xﬂx

(7.19)

{mBi(w /232 +K}}+0(sz)

K : constante d’intégration.

Les constantes d’intégration A4 et K peuvent é&tre
déterminées a partir de la condition de normalisation. La
normalisation s’effectue en utilisant le produit scalaire:

(v s ()= o (i G ()1 (7.20)
'QS
Qy: domaine d’intégration donné par €2 = {i,z}
s s

O

5 (q) est la mesure.

Puisque, s((1, alors €2, :]—oo,+oo[etas (q)zl.
Donc:

" (x)z —A2e° {1+s(—2\/5/1x2 +2K)}+o(s2 )

Ce qui implique:

tﬁ‘/’ A ) ? dx:TA 2 [efx 2 ]{1-1—5 (—2\/5 Ix24+2K )}dx+o (s ),

—0

Utilisons ’intégrale Gaussienne:

“+o0
) /n
Ie 0xXdy=,|=
a

—00

on obtient:

T[l//,l (xl 2 dx=A2\[r+542 ﬁ(i\/z+2K)+o(s 2

(7.21a)

Apres les calculs effectués en utilisant le logiciel
MATHEMATICA, on trouve:
1

Az(lj4 ,K:%l\/z , A et K choisis réels.
T

Donc les états cohérents (x) sont donnés par:

¥ (X)ZWOZ(X)'*SV/1,1(X)
:(1)4 e(’%xz me) {HSBi 2 +1h-i2x2 +%N§ }}w(sz )

™

(7.21b)

Les valeurs moyennes <X0p> <P > <X2 > et <PO%,> de

Iétat y,(x) s’obtiennent facilement en expriment X,, et
P,entermesdeaeta™

<Xop >:O+o(s2 l

<Xp> ——l\/_s+0( l
<P0p> W2 +[—+/12)s+o( 2), (722
(P )= L1422 22 (1422 Jsols2)
Donc, I’écart-type moyen est:
AX= Xg —(X, 2:L—i\/§s+0(s2),
o V2 (7.22b)

ap=\(P2 )P, )’ :%(1”\/5 shols2)

et le produit:

AX-AP:%+S/I(£—IJ+0(SZ). (alunité ). (7.23)

La relation d’incertitude de Heisenberg est donc vérifiée
a Pordre o(s?) par les états cohérents g-déformés qui sont
les états propres (x) de ’opérateur d’annihilation a.

CONCLUSION

Nous avons trouvé que 1’opérateur de déplacement

D,(a) est un opérateur de déplacement généralisé. L’état

&€

cohérent |a>8 n’est pas vecteur propre de 1’opérateur

d’annihilation a. La relation d’incertitude de Heisenberg
dépend de 1’état cohérent utilisé. Nous avant trouvé aussi



Etats cohérents Q-déformés.

que la solution perturbatrice rend I’étude des états cohérents
dans I’espace de configuration plus facile.
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