Sciences & Technologie A — N°21, juin (2004), pp. 31-35.

ALGORITHME POUR LE CALCUL DES COURBURES GENERALISEES
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Résumé

On sait qu’une courbe algébrique standard d'équation flx, y) =0 admet un nombre fini de
branches (nombre inférieur a l'ordre de /'), dont les paramétrages peuvent étre obtenus en particulier
a partir de la décomposition de Goze itérée.

On aimerait calculer leur courbure généralisée sans les déterminer explicitement, la notion de
courbure généralisée ayant fait I’objet d’un travail, publié¢ dans les comptes rendus de 1’Université
de Cagliari (Italie) [12].

Dans cet article, on se propose d'établir a cet effet un algorithme qui donnera a partir seulement
des coefficients de f; la liste exhaustive des courbures généralisées de toutes les branches réelles.

L’article se termine par la donnée d’un exemple pour montrer 1’efficacité de 1’algorithme
proposé.

Mots clés: Analyse non standard, courbes planes, courbure, points singuliers, point
standard, infinitésimal, passage a I'ombre.

Abstract

It is known that a standard algebraic curve with equation f{x, y) =0 admits a finite number of
branches ( whish is less than the order of f); whose parameters can be obtained, in particular,
starting from the iterated Goze decomposition.

We aim at computing their generalized curvature without determining explicitly. The notion of
generalized curvature has been introduced in the journal of university of Cagliari.

In this paper we wish to establish in that respect an algorithm that provides, only given the
coefficients of f, the generalized curvatures exhaustive list of all real branches .

The paper finishes with an example showing the efficiency of our algorithm.

Keywords: Non-standard analysis, plane curves, standard points, infinitesimal, passage
to the shadow.
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Pour son utilité dans ce travail, il est utile de rappeller la décomposition
ce travail, il est utile de rappeller la décomposition de Goze.

de rappeller la décomposition de Goze.

Pour tout point M e IR’ de partie standard My (M, € M), il existe

une base standard orthonormée (Vy,V,) et deux infinitésimaux g, et &,

tels que :

M ZMO +€1171 +8182’72

wadls Lemme. Soient C une courbe algébrique et Mehal(O). On suppose

Al il ol il Gl
Oe 8l 222) & 5 all (e Lgtia laxe Jiy f(x,y)=0

que M=M0+81171 +€16‘2’72.

syl adaivd dodass ol ¥aladll o Cus (F 4 Avec &, & deux infinitésimaux et (171,172) une base standard

wast dSE G Aald dsas e G ynonormale. Le vecteur 171 définit une direction tangentielle.

Lt (0 Aeenall il 5iil) cand o 2535
o Lhul i 3,AY) s i Aal e  Démonstration

5 lBlE Gaala daale 3 ) s Soit f '€ IR[x, y] un polyndéme de degré > 1. On note par C la courbe
B3 ot e lsa i ) I3 b d'équation f{x, y) = 0. On suppose que f{0,0) = 0 et que C ne contient

fadl gty I el JS f edlabe o aucun morceau de droite.

) EiR C..:a}\ Ui eldacly
Silsinialf ,gle e Ml daalided) ClalS)
olito | dtel) bldill 53LEN LlEil) | w61l |4y giwall
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Soit n le degré de f; on note par m = o(f) son ordre (m est le degré de
la composante homogéne de plus bas degré).



Ecrivons : f' = f,, + f,u1 +...+ f, ou fg est le terme homogéne de

degré s avec: fi(x,»)= Z aijxiyj'

i+j=s
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Appliquons a un point M infiniment proche de l'origine

la décomposition de Goze M =gV, +&&,V; .

[o)=als)ran(s)

g, & étant des infinitésimaux et V;,V, deux vecteurs
standard orthonormés, d'ou
x=¢g(a+ip),
Si M e C, alors
fy=e Y ay(a+ip) (b+ip) +

i+j=m

y=&(b+ip)

+éf! z a; (a+ip)i (b+ip)j

i+j=n
0 L .
M # 0 donc & #0, ainsi, aprés division par &" et par

passage a l'ombre, f,,(a,b)=0.

Ainsi 171 appartient au cone des tangentes a C, a
l'origine, défini par f,,(a,b)=0.
Remarque: Si le cone des tangentes est vide, 1'origine est

un point isolé de la courbe C et les branches complexes
sont, du point de vue réel, dites branches mortes.

I- ANALYSE ET JUSTIFICATION DE L'ALGORITHME

Proposition 1. L utilisation itérée de la décomposition de
Goze donne exactement les branches tangentes a chaque
vecteur contenu dans le cone des tangentes de [’origine
affectée de leur courbure généralisée.

Démonstration

Pour un 171 fixé appartenant au cone des tangentes a
I’origine, on se propose de déterminer les courbures des
branches de C tangentes & ¥ a l'origine. Par un
on fait coincider le

La

changement convenable des axes,
nouvel axe des ordonnées avec la direction de V.
nouvelle expression de f'est la suivante :

fx,y) = Z agx'yl, avec ag,, =0
m<i+j<n
&16 0
et M = , comme M # 0 alors g, #0 .
2|

En écrivant que MeC, on obtient
Z a6/ Mgyl =0.
m<i+j<n
Comme C ne contient pas de droites &, #0 et les
ap jne sont pas tous nuls, soit g le plus petit indice ; tel que

ap; #0, onadonc

2 a

m<i+j<q

i+j-m _j qg—m q—m -
;& & +age;  te e#0,6=0

D'ous par division par ag ", on obtient

32

i

Z a~~g—2+a +¢=0 (1)

T g=Gvg) 70
m<i+ j<q 1

On  s'intéresse au  rapport des  exposants

i A .

———  (m<i+j<gq); on a alors un nombre fini de
q-=0+))

fractions. Soit 2 a fraction irréductible égale a
Lo inf —L
B m<itj<qgq—(i+J)
On obtient une nouvelle formulation de (1)

+ +F| = |+
&t dog T 1o o 2. u (,m

sachant que la sommation se fait sur 1es indices autres que

o
(ka, q—k(a+ fB)) ou F est un polyndbme en X = Lﬁ, car
&
ka
& z «a
les termes du type 22 avec= == s'écrivent —2— = Xk
gf N glkﬁ

806
ler cas: X %3 est limité. Par passage a l'ombre, on

obtient :

En effet, si & > & il existe 7 positif tel que

ﬂ
a'_g+n
BB
a' B !
T B
d'ou ___ﬂ 7
s (=)
1 1
a
Comme (—) est limité, alors ( ) est ip.

51 51

Dans ce cas, la courbure généralisée de la branche
&162

j est (@ un facteur pres)
3

passant par le point M =[

racine a-éme d'une solution de I'équation standard

agy +Fy(°X) =0, comme ag, #0, X est donc non ip.

104

&
2éme cas: X = %B est ig : Soit k le degré de Fy, k=1,
&
&Pk
alors ﬁ est ip, il existe i*, j* € IN tels que :
£

2
ak _q—(@*+)%)
Yils i* ’
ak
&,
——— dans les deux

,Bk

En multipliant (1) par l'inverse de

membres, on obtient
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k
glﬁk - gg glﬁk 8261,3
+ A LR 2y L= o
(‘9 “Oq) ak "0\ T | Tak )3 4G+ )) ok
& g’ ) e /
2 1 2 1 &

Soit ap, le coefficient du terme dominant de Fj, en

groupant dans & tous les termes a priori ip, on obtient

j—7%
gl—l
2 .
srag + 2 4y ey o 80
Ou encore en posant i =z—i*et q=j*

11

2)

8+aF +z

On peut supposer que i; >0 et g, > i + j, car on montre

facilement que tous les autres termes sont ip. On
recommence la méme analyse que dans le premier cas, en

611 *(11 i

remarquant que la somme z dans 1'équation (2) a au

moins un terme de moins que dans (1).

On pose A inf l; . L'équation (2) s'écrit
| (i +))
5'1
g"+ag, +G0( )+Z a; i i 3)
Ofl
SiX)= 7 est limité, par passage a 'ombre, X est
1

solution de I'équation standard ap + Gy(°X;)=0. Si

X est ig, on recommence la procédure.

Au bout d'un nombre standard d'étapes, la procédure
finit par donner une équation du typea—ip=0avec

a#0,ce qui est contradictoire, ainsi on obtient un nombre
fini d'équations standard

aoq +F0(0X) = 0
CZFO +G0(0X1) = 0
L'ensemble de leurs racines réelles contient I'ensemble

a

0
& . )
des nombres —5 | qui déterminent les courbures
&
1

généralisées. Ceci justifie I'algorithme ci-dessous.
ll- ALGORITHME

Soit f(x,y) =

>

m=<i+j<n

a;;x'y/ , on suppose que

ao, =0 et que les ag; ne sont pas tous nuls . Soit ¢ le plus
petit indice tel que ag, #0.

En utilisant 1'éclatement x = XY ety = X, f devient :

= Y apxitiy
m<i+j<n

Posons: g(X,Y)= Z ain"*f*in
m<i+j<n

Ceci s'écrit

33

2

m<i+j<q
avec P(0,0)=0

En divisant par X9~ , on obtient

a; ; X1*I=mYl + g, X497 + X9-"P(X,Y) =0

Y?

+P(X Y)+Zallm

7 L .
Soit = la fraction irréductible égale a
0
i
inf ———
m<i+j<qq—(i+j)

On groupe les termes de Z dont le rapport des
Y%

o

et on recommence l'opération

a
exposants est égal a -2 , on a alors

0

P (
Y%
XA

Yi
i xq-(i+))

0g FPX. )+ q;

d'ou la premiére équation a ¢ th (

On multiplie (4) par - fo
n multiplic ar
plie (4) par - =

précédente : soit ap le coefficient dominant de £, d'ot la
nouvelle équation
Ya

+Pl[Xﬂj 0

On a ainsi un nombre fini d'équations
—] =0,avec a,_| = apy,

Ui T A [XﬁK

L'algorithme s'arréte lorsqu'on aboutit & une équation
du type a+ P'(X,Y)= ou P'est un polyndéme avec a # 0 et
P'(0,0) = 0. Le nombre d'itérations avant arrét est limité
par le degré de f au carré. Notons par £ l'ensemble des
racines réelles des équations ci-dessus.

ak

Proposition 2. A tout élément p de E, il existe une
branche de la courbe C admettant la courbure
correspondante.
Démonstration

Ceci équivaut a montrer l'existence d'un couple d'ip
&, & tels que

5%
=~ p s
51'8 k
ou p est une solution (nécessairement standard) de
l'équation ap_  +Fg (p)=0, et
e
Ry (g1,6)=a + P g— +5"+Za
K2 P 77K gl B ij fiK (l1<+])
gok
Nous allons utiliser le fait que si 27 est limité, alors
3

S
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a,
gk

Br
&

Rg (e,6) = ap, | +FPg_

En effet, soient p; < p, <...< p,. les racines réelles de
QK(X) =aPK_l +PK(X) =0.
racine de

O, (x) change de signe; on considére deux standards p'et

Soit p; une au  voisinage laquelle

p"tels que :

O (p)>0etO(p")<0,avec p;_ <p'<p"<piyy.
Pour un & =0 fixé, posons

géak _Elﬂkpv
oty
ey =gy ~0
ek
Alors : Ry (&,65)~ O 2T1< =0k (p")
4
qui est standard négatif
enoK
Rg (&1.65) = Ok 2'BK =0k (")
é

qui est standard positif, donc on en déduit que
Ry (g,85)<0et Ry (g,85)>0
Par continuité, entre &) et &5, il existe un &, ip tel que
0

Or entre p' et p", la seule racine de O, est p, donc

akK
&

~

~p
gl’BK

Dans le cas ou O, a un signe constant (par exemple

positif) au voisinage de p;, pour tout réel A standard assez

petit, les racines de:
pi, > pi, tels que
Pic1 <Py <Pi <P <P

D'apres ce qui précede, pour un & fixé infiniment petit,

Oy (x)—A=0sont des nombres

il existe &) infiniment petit tel que: Rg(g,&)—A=0
11274
2

Bk
&

avec par exemple : 7= = p; x

D'aprés le principe de permanence, il existe A > 0 ayant
cette propriété; mais alors l'ombre de 7 est racine du

polynome Q) ,donc égale & p;;ce qui  termine la
démonstration .
0
Lo atp |, ] e
Remarque: Si 7 est la courbure généralisée
a 2
|er]«

associée a un point de C, la premiére paire de Puiseux
est(a, o+ f).

34

IV- EXEMPLE

la  courbe définie

Soit 0]

x*+ 3% —8xy2 =0. L'origine est un point singulier.

algébrique par

Soit M un point infiniment proche de l'origine; en
utilisant la décomposition infinitésimale de Goze:

M= 81171 +8182‘72

[3)=a(3 Jenes)

&, &y étant deux infinitésimaux et 171, 172 deux vecteurs
standard orthonormés, on obtient
x=g(a+ip), y=e(b+ip)
Ecrivons que
Me@): 514 (a+ip)4 +814(b+ip)4 —8513 (a+ip)(b+ip)2 =0
Apres division par 513 et passage a l'ombre, on obtient :

ab=0.
11y a donc deux vecteurs dans le cone des tangentes :

o)

- Pour 171 :LIJ, on peut faire le choix suivant pour

V, ZKOJ’ ce qui donne x=g1&,, y=¢.

Reportons ces valeurs dans 'équation de /°:
etes +eft —8&0e, =0 €))

N &
Aprés division par &}, ona: &f +1-8-2=0
&

!

g

0
) . &
et par passage a l'ombre, on obtient [—2)
&

En reprenant (1), on a aussi :

8{;‘2

4
+82

gley+) =85 =g =1

€

Et de I'utilsation du principe de permanence de Cauchy,
nous avons une paramétrisation rationnelle de la branche
réguliere de la courbe 7°:

2
852

4
1+52

D’ou : M

882
4
1+ &

82
O iz
(y(t)]_ e
1+¢4

- Pour ﬁ':kOJ, on peut faire le choix suivant pour

Vs :LIJ’ ce qui donne x =g, y=g&,et:
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4 4 4 3.2
&' +e&'ey —8g7e5 =0 2)
g2
Ae divici 4 . 4 2 _
Apres division par &', ona: l+&5 -8—==0,
€
0r 2
- . &5 1
et par passage a 'ombre, on obtient | —= |=—
&1 8
0 0
( 52 _ (92 _ 1 )
1 300 22
&2 &t

Avec la méme technique typiquement non standard, on
obtient une paramétrisation de la branche singuli¢re de 7,

soit
o)
(1)

En conclusion, la courbe a deux branches passant par
’origine :

813
iz
82
1+4

ey . .1
- L'une des branches est réguliére et sa courbure est égale a T

- L'autre branche est singuli¢re, 1’origine est un point de
q

. \ 3
rebroussement de premiére espéce car —=— et sa
p 2
0
TR € 3
courbure généralisée : Ko -4 i =—.
p a1 a2
|51|p
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