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Résumé

Cet article présente 1’analyse d’une classe de structures en cas dynamique par la méthode des bandes finies. Cette méthode consiste
a subdiviser la structure en des ¢éléments appelés bandes finies. Ces bandes se caractérisent par deux directions, 1’une transversale
discrétisée par élément finis et I’autre, privilégiée, longitudinale discrétisée par séries de Fourier.

Le but de ce travail est de formuler et implanter les matrices de rigidité [K 0 ]et de masse [M ] pour les éléments des bandes finies a

deux, trois et quatre nceuds; pour le calcul en vibration propre des structures formées de plaques ou de coques d’épaisseur mince ou
épaisse.

Les résultats obtenus sur de nombreux exemples sont comparés avec d’autres résultats numériques (STAAD III et \ SAP2000), ces
derniers révélent certaines réalités indéniables qui prouvent la fiabilité et I’efficacité des éléments développés.

Mots clés : Eléments finis, bandes finies, analyse semi analytique, séries de Fourier, plaque, coque..

Abstract

This article presents an analysis of a class of structures called stright in case of natural vibration by use of the finite strips method.
The aim of such method is to subdivide the structure in to elements called finite strips. This strips are two-directional; one transversal
discretised by finite element, and the other, privileged, longitudinal discretised by Fourier’s series.

The objective of the present work is to formulate and implement the stiffness matrix [KO ]and mass matrix [M ]for the elements of
finite strip of with two three and four nodes, in order to calculate eigenvalue of thin and thick stright plate and shell structures.

The achieved results on a number of examples compared to other numerical results (STAAD&\SAP2000), this latter results reveal
some undeniable evidence which prove the reliability and efficiency of the developed elements.

Keywords : Finite elements, finite strips, semi analytical analysis, Fourier’s series, plate, shell.
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L' apparition de I’outil informatique et des équipements
de tests, a permis de franchir un grand pas dans le
domaine d’analyse des structures. Ceci peut étre observé
par le nombre important des différents ouvrages et rapports
d’études expérimentales et analytiques sur la dynamique
des structures. La plupart de ces recherches porte
essentiellement sur I’évaluation des propriétés dynamiques
(fréquences vibratoires et modes propres) [1]. Ces
propriétés seront déterminées par 1’intermédiaire des
méthodes numériques par une simple modélisation de la
structure. Parmi ces méthodes numériques, il faut citer bien
stire la méthode des éléments finis qui reste 1’une des plus
puissantes méthodes de résolution des probléme
dynamiques. En dépit du large champ d’application et la
performance des éléments finis, les chercheurs continuent a
mettre au point de nouveaux éléments plus économiques et
plus précis. Les méthodes semi-analytiques constituent une
branche de recherche qui peut répondre a de tels besoins

(2], 3], [4].
1. THEORIE DES PLAQUES ET COQUES

Une coque est un solide dont le volume V est engendré
par la surface moyenne A, et sa normale n s’étendant d’une

distance t/2 de chaque c6té de cette derniere.

V4

Surface moyenne

Figure 1 : Portion d’une Plaque.

L’épaisseur de la coque est petite par rapport aux
quantités géométriques qui la caractérisent [5] (figures 1 et

2).
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Figure 2 : Courbure de Forme quelconque.
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1.1 Descriptions du Champ de déplacements d’un
élément de plaque

Dans la théorie de Hencky [6], [7], on se donne un
modeéle de déplacements basé sur trois variables
indépendantes : le déplacement transverse w(x,y) et les

rotations @, et 6, (figure 3) comme suit:
UX,y)=20,(xY)

V(% y)=26,(xY) (1
W (X, y) = W(X, Y)
V4
Y
dx
—

Figure 3 : Portion ¢lémentaire d’une plaque rectangulaire

1.2 Descriptions du Champ de déformations d’un
élément de plaque

Le tenseur de déformations [6], [7] s’écrit :

=t ) =& ) @

Avec
00,
oX
. oe, (3)
{Sb}= rY
00, %
oY X
0, +ﬂ
{g }: oX “)
s oW
+7
¢l oY

D’ou on peut écrire

_ _ T

S RN

1.3 Descriptions du Champ de déplacements d’un
élément de coque

Le comportement de la portion élémentaire D’une
coque est la superposition d’un comportement en
membrane et de plaque en flexion [5].

Dans un repére orthonormé local (s,n,t) les déplacements
s’écrivent (figure 4):

U(s,t,n)=U,(s,t) + nd,(s,t)
V(s,n,t) =V, (s,t) + nb,(s,1)
w(s,t,n) = w(s,t)

)
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X
Figure 4 : Portion d’une coque

1.4 Descriptions du Champ de déformations d’un
élément de coque

Il peut étre décomposé en :

-

ouU,
0s
Ny
ot
o, , v,
ot 05
06

S

0s
06,
ot
00, 06,

+
ot 05

(6)

o) = "

®)

Hs+%

0s
{e.}=
o, + oW

{en 16, e} sont

déformations de membrane, de
cisaillement[3],[5].

)

respectivement les tenseurs de

flexion et de

Le tenseur des déformations généralisées est défini par
_ _ T
Er={le.) ) )

2. Modélisation des plaques et coques par la
méthode des bandes finies

La méthode des bandes finies est appliquée a 1’analyse des
coques, ces derniéres peuvent étre subdivisées en des
¢léments inclinés courbes ou droits. Chaque élément bande
possede un repere local (s, t, n) faisant un angle ¢ avec le
repére global (X, Y, Z) (figures 5 a,b ,c et d) et ayant I’axe
paralléle a y [2], [3].
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(d)

Figure 5: (a) Plaque rectiligne; (b) Coque rectiligne; (c)
Elément bandes de plaque rectiligne; (d) Elément de coque
rectiligne.
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2.1. Discrétisation du Champ de déplacement et de

vitesse d’un élément de plaque

wW(X,y) = g‘;w' (X)sinly

d.(%,y) = ﬁei(x)smly (10)
0y (x,y) = Ee;(x)cosly

W'(X):_néNiwi'

.00 = 2N, an

I L |
0,(x) = E N;& i

Apreés substitution de (11) dans (10) nous pouvons écrire

UGy} = ZZ [N/ el (12)
nh N,

U y.df=Y YN xyla o (13)
I=1 1=1

ou

U y.b={w.6,.0,] (14)

Uoy.n)={w6,.0,} (15)

y

Avec

fl)={w' 0.0} (16)

{a.'iI (t)} {W el(r)l’eyll(m }t (17)

N; sinly 0 0 o ny
INT=| 0o Ngsinly 0 Ouy_F (18)
0 0 N; cosly

[N il ] est la matrice des fonctions de forme {ai' } et {3'--' }

I
sont respectivement les amplitudes de déplacement et de
vitesse associés au nceud i a la '™ harmonique [2],[3].

2.2 Discrétisation du Champ de déformation d’un
élément de plaque (figure 6)

nh N,
=22 e} as)
-] -
oN; .
0 Esmly 0 @1
[Bk:i]z 0 0 —Ni%[sinly/
0 Ni%rcosly %cosly

(22)

—cosl 0
b e

(b)

E =207x10°N /m?
p =7800kg /m?

v=03

t=0.0lm

a=09m

b=0.9m
Figure 6: (a) Discrétisation en éléments finis (dessinée par
STAADIID) ; (b) Discrétisation en bandes finis (dessinée par
STAADIII) ; Plaque rectiligne simplement supportée sur ses

quatre cotés.

2.3 Discrétisation du Champ de déplacement et de
vitesse d’un élément de coque (figure 6)

Le vecteur de déplacements d’un point dans un ¢élément de
coque est défini par cing variables dans le repére (s,n,t) [5].
L’approche préconisée dans I’analyse des déplacements de
I’¢lément est la suivante :

U}-3 3N Jel) @3
{U}=IHZL:Z[NJ{3!} (24)
Ut=1{U,.v,.W,6,.6,} (25)
Ul=U,V,w.6..6,f (6)
= Us.vew!' 6).0.} 27)
= 00VaW/' 6L.61) (28)
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N; sinly 0 0 0

0
0 N, cosly 0 0 0 (29)
N'=| o 0 Nsinly 0 0
0 0 0 N, sinly 0
0 0 0 0 N, cosly

[N i'] est la matrice des fonctions de forme {ai'} et {ai'}
sont respectivement les amplitudes de déplacement et de
vitesse associés au nceud i a la I’°™ harmonique [3].

2.4 Discrétisation du Champ de déformation d’un
élément de coque (figure 6)

nh N
153l a
I=1 =l
I:Bil]:]:Brlni]" [Btlﬂ]l’ [B;HI GD
0 000
BL.]=| o —Ni%sinly 00 0 G2
N%cosly 000
_0 00 0
33
[BL]=|0 0 o 0 ——Ni%?shﬂy 3
_0 00 N%zcosly
[B'_]: 00 %Silﬂ}/ N, sinly 0 (34)
| 00 Ni%rcosly 0 N, cosly

3. CONSTRUCTION DE LA MATRICE DE RIGIDITE
ET DE MASSE

L’énergie potentielle totale et 1’énergie cinétique d’un
systéme €lastique [6],[7],[8] est :

2DV DY j gV + Y pj{u ", Jav
.
L’énergie de déformation est :
3 (SR RIBTE brlerhen e
L’énergie cinétique est :
—th YW TZZ{ PINhaa 67

I=1 i=1

En tenant compte des propriété d’orthogonalité des
fonctions trigonométriques et en appliquant le principe de
Lagrange [6],[9]ona:
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nh nh n. ng

SHEHE D D WA T

1=l m=1 i=1 j=1

I ey

(38)
Rigidité liant les neeuds i et j a ’harmonique 1 : Masse
liant les nceuds i et j a ’harmonique 1
C i
1 |=[B'][D]B"[RdS pour 1=m
[Kilj ]: > _([[ ]T [ J] (39)
0 pour |=m
ae
Mim]= Eptf[Ni'HN,—m]RdS pour l=m (40)
] 0

0 pour |=m

La transformation des déplacements au repére global
engendre I’apparition d’un sixiéme degré de liberté; celui
de la rotation autour de 1’axe z, le passage du repére globale
se fait la matrice de transformation [T] [3],[8].

[sing 0 —cos¢ O 0 0
0 1 0 0 0 0 41
T _ cosg 0 sing O 0 0 S
10 0 1 0 0
0 0 0 0 sing cos¢g
L 0 0 0 0 —cosg sing |
Transformation des déplacements
a- =T®a (42)
L oL oL L L L
= [U Vi W 0y 65 05 ]T (43)

avec .
=t vt owEoah ey of @

Transformation de la rigidité et de la masse

et =rowie] o]

Avec :

negrgy | Ki G*3) 0, §(5%5) 0] (45
K (6 6)—{ 0 o} M (6%6) = { 0 X

4. DISCUSSION DES RESULTATS

Afin de mettre en évidence la convergence de la
solution en fonction de nombre d’harmonique, nous avons
comparé les résultats numériques avec ceux de
I’analytique. L’objectif de cette application est de faire une
é¢tude comparative entre la méthode des bandes finies et
celle des éléments finis.

Nous déduisons de la figure 7 qu’avec ’utilisation des
éléments a quatre nceuds et d’une intégration sélective la
convergence de la plaque carrée est obtenue a la 5™
harmonique.
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Figure 7 : Plaque carrée mince simplement appuyée sur ses quatre
bords (intégration sélective).

Les structures ayant un rapport t/b faible (mince),
représentée dans la figure 8, nécessitent une intégration réduite
ou sélective pour éviter le phénoméne de verrouillage.

30

= = N N
o [} o (5]

Valeurs propres (Rad/sec)

&

10
Nombre d'harmonique

12 15

[—— intégration complete —=—intégration sélective —=— intégration réduite

Figure 8 : Plaque carrée mince rectiligne simplement appuyée sur ses
quatre bords.

Pour ce type de structures, ’ordre d’intégration est tres
important, contrairement a des structures épaisses figure 9.
Résultat qui confirme la théorie sur laquelle le code de calcul
repose.
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Figure 9 : Plaque carrée épaisse rectiligne simplement appuyée sur ses
quatre bords.

Les ponts a caisson droit, de la figurel0 sont traités par la
méthode des bandes finies et par le code de calcul STAAD en
utilisant des éléments coques minces quadrilatéres a quatre
nceuds.

(@

(b)
A-A
1 2 3 4 6 7 8 9
tl } :
E =207x10° N /m’
p =7800kg/ m’* 0 12 14 16 18t
v=03
t1=0.25m
t2=0.375m 1 13 15 17 19
3
6.336

Figure 10: (a) Discrétisation en élément finis (dessinée par
STAADIII) ; (b) Discrétisation en bandes finis (dessinée par
STAADIII) ; Coque rectiligne simplement appuyée sur ses deux
bords opposés.

La figure 11 représente la convergence d’un pont a
caisson rectiligne discrétisé par élément finis en 22
¢léments et par bandes finies en 22 ¢léments bandes : elle
est atteinte a la 19" harmonique.

]

50

45
40
35
30
25
20
15

Valeurs propres (Rad / Sec)

10
5
0

8 12 15

Nombre d'harmonique

‘ o valeur théorique (élément finis (STAAD) 220 éléments )

18 19

—m— résultat en bande finies (22 éléments) I

Figure 11: Coque simplement appuyée sur ses deux bords
opposés (intégration réduite).
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CONCLUSION GENERALE

Cette analyse dynamique dans le cas des vibrations
libres non amorties des différents types de structures
étudiées comporte la formulation de la méthode des bandes
finies, et I’¢laboration d’un programme pour le calcul des
pulsations et des modes propres de vibration.

Les résultats obtenus nous révélent certaines réalités
indéniables, ainsi L’utilisation des éléments a deux nceuds
résulte sur des divergences trés nettes, a 1’opposé des
¢léments a trois et quatre nceuds, ils offrent des résultats
performants.

Il en est de méme pour I’ordre d’intégration, dont on
note 1’importance pour les structures minces, mais qui est
insignifiante pour le cas des structures épaisses.

Il nous faut reconnaitre a 1’'usage de la technique de
semi-discrétisation utilisant  conjointement les séries
orthogonales de Fourier et la discrétisation en élément finis
de certains avantages dont :

- le nombre de degrés de liberté par ligne nodale dans cette
méthode est toujours inférieur ou égal a celui qu’exige la
méthode des éléments finis ;

- le nombre de termes (harmoniques) utilisés dans la série
de fonction est toujours inférieur au nombre d’éléments
de la méthode classique des éléments finis.

- la taille réduite des systémes d’équation ;

- le gain considérable en espace mémoire et temps de
calcul.

Le code développé permet la possibilit¢ d’élargir la
technique semi- analytique a 1’étude des structures courbes,
la non-linéarité géométrique, I’inhomogénéité matérielle et
conditions aux limites qui exigent un couplage
d’harmonique.

Signalons enfin que le développement proposé, quoique
présenté dans le cadre particulier des séries de
trigonométrique, peut aisément étre généralisé a d’autres
séries de fonction orthogonales (hyperbolique).
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NOTATION

a® Largeur de I’élément bande.
b Longueur de I’élément bande droit.

{ai' } Vecteur des déplacements aux nceuds i a I’harmonique 1.

N . e .
{ai } Vecteur des vitesses aux nceuds i a ’harmonique 1.

A® Surface d’un élément bande.

| . . . . .
[Bi ] Matrice reliant les déformations aux déplacements du nceud

i a I’harmonique 1.

| . . . .
[Bmi] Matrice reliant les déformations de membrane aux

déplacements du nceud i a I’harmonique 1.

| . . , . .
[Bbi] Matrice reliant les déformations de flexion aux

déplacements du nceud i a ’harmonique 1.

| . . , . ..
[Bsi] Matrice reliant les déformations de cisaillement aux

déplacements du nceud i a ’harmonique 1 .

] . T, . . \
[Kij] Matrice de rigidit¢ connectant les nceuds i et j a
I’harmonique 1.

w . s e . . 5
[Kij ] Matrice de rigidit¢ connectant les nceuds i et j a
I’harmonique 1 transformée au repére globale.

Il . . . A
[M ij] Matrice de masse connectant les nceuds i et j a
I’harmonique 1.

WLl . . . \
[M ij] Matrice de masse connectant les nceuds i et j a

I’harmonique 1 transformée au repére globale.
N; Fonction de forme.

N; Tenseur de la normale a la surface.
nh Nombre de termes de la série harmonique.

n. Nombre de nceuds dans un élément .

s,t,n Coordonnées du repere local de 1’élément.

[T ]e Matrice de transformation au repere globale d’un ¢élément
(e).
{U } Vecteur des déplacements.

{U } Vecteur des vitesses.

U Energie potentielle de déformation.

u, v Déplacement dans le plan de 1’é1ément.

uy,vo Déplacement de membrane dans le plan de 1’élément.
W  Déplacement transversal au plan de 1’élément.

X,Y,Z Coordonnées du repere globale de la structure.

{6‘ } Vecteur des déformations.
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En } Vecteur des déformations de membrane.
{8b } Vecteur des déformations de flexion.
{6‘5 } Vecteur des déformations de cisaillement transversal.

6‘ij Tenseur de déformations.

ANNEXE

Obtention directe des fonctions de formes

T_F(X—Xj)

j=1
-4

I (x, _Xj)

i=1

j=i

Sous forme développée

(=X )k =X )X = X
‘Ni B 04 = %X )05 = X3 )X = X1

(% =X X = Xg )ooee (X = Xy )

0y, 0, Rotation dans les plans (z ,x) et (z ,y) respectivement.
s ; 0; Rotation dans le plans (n, s) et (n,t) respectivement.
n Energie totale.

7° Energie totale élémentaire.

p Masse volumique du matériau.

Nimsi =
(Xm+1 - X )(Xm+1 - X2) ----- (Xm+1 - Xm)
Regle d’intégration de Gauss pour la matrice de rigidité
Type d’élément Intégration compléte Intégration sélective Intégration réduite
I I [
[Km [K"] [Km [K”] [Km [K”]
[K" s [K" s [K” s
b b b
I i 2 2 2 1 1 1
[ : : 3 3 3 2 2 2
i i i i 4 4 4 3 3 3

Régle d’intégration de Gauss pour la matrice de masse

Type d’élément

Intégration compléte

[mi]

2

3

4
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