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ANALYSE DU COMPORTEMENT VIBRATOIRE DE PLAQUES COMPOSITES
SOUS L'EFFET DE DIFFERENTS PARAMETRES DE RENFORCEMENT

ET DE CONFIGURATION
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Résumeé

Cette contribution consiste en l'analyse du comportement vibratoire libre de plaques composites en
Bore/époxyde a différentes séquences d'empilement. L’étude de la vibration en flexion de telles
structures repose essentiellement sur la recherche des fréquences et des modes propres. L’équilibre
dynamique est régie par un systéme d’équations aux dérivées partielles obtenues soit par une formulation
directe ou par la méthode des puissances virtuelles ou soit encore par le principe de Hamilton. Dans le
cas des stratifiés généralement orthotropes ou lorsque les plaques sont encastrées, les méthodes
approximatives telles que celles de Ritz ont été appliquées.

L'axe principal de cette étude est la mise en valeur et la discussion des effets de 1’angle d’orientation
des fibres de renforcement, du rapport d’orthotropie du matériau, du nombre de couches composantes et
de la géométrie de la plaque sur les fréquences d’oscillation.

Mots clés : Matériau Composite ; vibration libre ; fréquence ; conditions aux limites

Abstract

This contribution consists of the free vibratory behavior analysis of composite plates in
Bore/epoxy with various stacking sequences. The study of the vibration in bending of such
structures rests primarily on the research of the frequencies and the clean modes. The dynamic
balance is governed by a system of partial derivative equations obtained either by a direct
formulation or the virtual powers method or either again by the Hamilton’s principle. In the
case of the generally orthotropic laminates or when the plates are embedded, the approximate
methods such as those of Ritz have been applied.

The main axis of this study is the enhancement and the discussion of the effects of the
reinforcement fibers orientation, the ratio orthotropy of the material, the number of component
layers and the plate geometry on the oscillation frequencies.

Keywords : Composite material ; free vibration ; frequency ; boundary conditions
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L. BOUYAYA, F.MILI, A. LEKRINE

Les matériaux composites unidirectionnels allient les
propriétés d’un renfort fibreux et d’une matrice
organique, ce qui leurs conférent d’excellentes
performances mécaniques. De par leur bonne tenue a la
fatigue statique et dynamique, leur haut degré
d’amortissement des vibrations, les composites sont des
matériaux idéaux dans la fabrication de nhombreuses pieces
mécaniques et de plusieurs articles de sport et de loisirs.
Encore plus légers que les alliages d’aluminium, ils sont
incomparablement meilleurs sous sollicitations cycliques
surtout dans des applications aéronautiques, aérospatiales et
maritimes. Le contrble des vibrations de telles structures
pose fréquemment un probleme important dont la
détermination des caractéristiques dynamiques sous
différentes conditions de renforcement et de configuration
est nécessaire.

Différentes études ont été entreprises par 1’utilisation de
plusieurs approches mathématiques[1, 2]. Hearmon [3] a
appliqué la méthode de Rayleigh-Ritz pour déterminer les
caractéristiques dynamiques des plaques symétriques
orthotropes a différentes conditions aux frontieres. De plus,
Bert et Birman [4] ont procédé a 1’étude de la vibration des
stratifiés antisymétriques généralement orthotropes a
différentes séquences d’empilement. En outre, Reddy [5] a
développé la théorie de layerwise pour l'analyse de la
vibration libre des plaques stratifiées. Cette méthode de
résolution, la plus courante et la plus sophistiquée, se base
essentiellement de divers effets tridimensionnels. D’autre
part, Numayr et al.[6] ont utilisé la méthode des différences
finies pour montrer que la prise en compte des effets de
I’inertie de rotation et de cisaillement transverse affecte les
fréquences propres de vibration des plaques minces et
épaisses.

Afin de mieux comprendre le comportement vibratoire
des plaques composites, nous nous somme intéressés, dans
cet article, a étudier ’influence des conditions d’appuis, des
dimensions de la plaque composite, du degrés d'anisotropie
du matériau, de la séquence d’empilement du stratifié et du
nombre des couches sur I’évolution de la frégquence
fondamentale.

1. EQUATIONS CONSTITUTIVES
COMPOSITES STRATIFIES

DES

L’¢tude du comportement mécanique d’une structure
composite doit prendre en considération le caractére
anisotrope des propriétés mécaniques du matériau de base,
tant sur les plans raideur que résistance. A ce titre,
I’application de la mécanique des milieux continus,
homogeénes et anisotropes permet de définir, en nature et en
nombre, les caractéristiques nécessaires et suffisantes pour
décrire le comportement du composite quel que soit 1’état de
charge appliqué. La théorie des plaques stratifiées est
différente de celle d’un matériau classique du fait de
lexistence de couplage entre les déformations planes £° et
les courbures «.
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Figure 1 : Géométrie et cotation des plis d’un stratifié

L’équation constitutive d’une plaque stratifiée exprime
les efforts de membrane N et les moments M par :
B D

s 3

dans laquelle les rigidités en membrane Aj;, les coefficients
de couplage B et les rigidités en flexion Dj; d’un stratifié
régulier sont obtenues respectivement en fonction des

N
M

(A B][¢

K

rigidités réduites transformées Qij , du nombre total des plis
composants N et de I'épaisseur du stratifié h :

Z, est la distance qui existe entre la surface moyenne du
stratifié et le milieu de la k*™ couche.
Afin d'identifier les fréquences et les modes propres du

matériau composite, nous devons établir les équations
d'équilibre en absence de cisaillement transversal [7] :
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Am% + (A, +Ag) 5;2‘; +A, a;; + Ag %ZXVZ‘)
+2A, gx‘é; +A,, ‘2;’0 By, ‘3;:0 —(B, +2B,,) ngg;
-3B,, s:;"y"z -B,, a;;‘:" = p, a{;‘io (3b)
D, a;VY. +4D, 2; a; +20,, + ZD%% +4D,, 2;(,‘;"){03
+D,, a;& -B, a;‘; ~3B, ay -, + )ax—
-B,, % ~B, a;’; (B, + 2866)8):—2"60y

3B, ;(2’;2 -B,, 6;\/30 =0 - P, 5;:\2/0 (3c)

Ou uo(x, Y, 0), vo(X, y, 0) et wo(x, y, O) représentent les
déplacements du plan moyen géométrique suivant les
directions respectives x, y et z.

1.1. Comportement des stratifiés symétriques

Les stratifiés symétriques sont utilisés afin d’éliminer le
couplage entre membrane et flexion/torsion. Ils sont
composés d’un nombre impair de couches situées de part et
d’autre et a la méme distance de la surface moyenne. Les
stratifiés  symétriques sont spécialement orthotropes
lorsqu'ils sont caractérisés par des rigidités en flexion Djs et
Dys nulles.

Lorsque la plaque est en appuis simples sur les quatre
cOtés, les conditions aux frontiéres s’écrivent [9] :

- Appuisx=0,x=a:

o%w, o%w,
w,=0,M, =-D,, axzo -D, 6y20 =0 (42)
- Appuisy=0,y=b:

oW, o*w,
W, =0,M, =-D, aXZO—D22 =0 (4D

Supposons que la vibration de la plaque soit un mode de
vibration naturel dont la fréquence est % , la solution de
T

I' équation (3c) pourra étre écrite sous la forme[10] :

EOWIHE

m=1 n=1

iot

e 5)

in%
oy, t)= b

Le report de I’expression de wo (5) dans 1’équation (3¢)
permet d’avoir la fréquence fondamentale :
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\/pi [D, +2(D, +2D, )R +D,R*]  (6)

Pour une plaque rectangulaire (axbxh) encastrée sur
son pourtour, les conditions aux frontiéres s’écrivent [10] :

-Surlescotes y — o x—a-w. —0 M _o (72)
’ o T OX
-Surlescdtes y _ o y —p:w, =0, Mo _o (7b)

Satisfaisant les conditions décrites par 1’équation (7). De
cette fagon la fléche s’écrit [11] :
[1

En reportant cette derniére expression dans la relation
(3c), on obtient la fréquence naturelle de la plaque

N

wy (X, y,t) = ZZ (1- cos—x

m=1n=1

27N
COS——

iot
; yj e )

encastrée :
0, = :’“\/ 3D, +2(D,, + 2D, )R* +3D,,R*]  (9)
a

R représente le rapport longueur/largeur (a/b) de la plaque.

Les stratifiés généralement orthotropes présentent de
couplage flexion-torsion (Dis et D2 ne sont pas nulles).
Dans ce cas, on ne peut pas résoudre directement les
équations (3a a 3c) mais on cherche des solutions
approchées en faisant appel a la méthode de Ritz. La
considération du maximum de 1’énergie potentielle et de
celui de I’énergic cinétique nous permet d’obtenir les
expressions suivantes :

Umax=

N |-

N

2

2 2
} + 4D, {gx\évy] }dydx (10)

ab
1 2 2
T ==pha?| [W¥(xy)dydx

oAN oW
dy? Ox0oy

+4D26|:

(11)

W(x, y) est le déplacement transversal de la plaque
recherchée sous la forme de la double série [7] :

DY ALXL(X)Y, (y) avec m=1,2..Met n=1,2..N

(12)

Les fonctions Xm(x) et Yn(y) doivent vérifier les
conditions aux frontiéres. Les coefficients Amn sont
déterminés par les conditions de stationnarité :
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a[U max__ Tmax]
OA

=0 13)

mn

De cette fagon, on peut déterminer respectivement les
fréquences fondamentales des stratifiés symétriques
généralement orthotropes en appuis simples et encastrés :

_ (14)
a

S

2
o =n_\/i[Du +2(D,, +2D¢ R? + D22R4]

a2

S

o = Jl [50056 D, +30271 (D,, + 2D, JR? +50056 D, |

(15)

1.2. Comportement des stratifiés antisymétriques

Certaines applications nécessitent [’utilisation des
stratifiés antisymétrique. De tels composites sont constitués
d’un nombre pair de couches et sont caractérisés par
I’existence du couplage membrane-flexion (Bjj = 0). Dans le
cas des stratifiés croisés antisymétriques [0/90] ., les
équations de mouvement (3a a 3c) se réduisent a :

o%u o%u o%v o*w
Auax_zo +A66 ay_zo"' (A12 +A66)6X6§, - Bu 8X30 =0
(16a)
o°v o°v o’u o*w
A11_20+A66_20+(A12+A66) O+Bn 30:0
oy OX ox oy OX
(16b)
o'w, 0'w, o*w,
o v 20, + 200 )220 oy
ok 03
- [ v 8):/30J_ps°°2Wo =0 (160)
X

Dans le cas ou les cotés de la plague sont en appuis
simples, les conditions aux frontiéres s’écrivent [10] :

- Surlescotés x=0etx=a:

au o*w, o’w,
W, =0, M, :BMHO—DM 6x20 -D,—>=0
éu ov o°w,
Vo =0, N = A, Zo - A, Z0 -8, e =0 (173
- Surlescotés y=0ety=hb:
v, oW, o’w,
W, =0, M, :—BHWO—DHWZO—DH 8X20 =0
ou,

ov, o%w,
U, =0, N =A, +AnE°+BnaX72°=o(l7b)

OX

Lorsque le stratifié antisymétrique est équilibré [+6/-0],, il
présente autant de couches orientées suivant 1’angle +0 que
de couches a —9. Dans ce cas, les relations fondamentales
s’expriment par :

o0%u o0%u 0%v
A11 axzo +A66 Wzo'i_(Alz +A66)8X—a;
o3w 0w
=3By =5~ By—=—3-=0 18
N o Y azu( )
AZZV;)-FAGG axgo +(A12 Aee)ax—a;
o*w o*w
—3By 8x6y02 — By 8x30 = (18b)
o*w o*w o*w
Dll ax40 +2(D12 + 2D66 )axz a;z + D22 ay40
0%y, v Fu v
B 3<3X230}’ W: ~By W:H@Xayoz -p,0w, =0
(18c)

Dans le cas ou les cotés de la plaque sont en appuis
simples, les conditions aux frontiéres s’écrivent [10] :

-Surlescotés x=0etx=a:

ou, oV o%w, o'w,
W0 =0, MX =B16 (&0+WO)_D11 aXZO ~ M ayzo =0
ou, oV 0w, 0w
U, =0, N = Ay W0+§°)—B16 6x20 ~B, ayzo =0
(19a)
-Surlescotésy=0ety=b:
ou, oV GRY o%w,
W, =0, M, :B%(EUJF&O)—D12 axzo -D,, 6y20 =0
ou, v o*w, o%w,
v, =0, N W:&e(ﬁ+a—;)—8m aXzo ~B,, ayzo =0
(19b)

La détermination des fréquences propres o, dans le cas
des plaques simplement appuis sur les quatre cotés, est
possible par l'utilisation de la méthode de séparation des
variables (espace et temps) [7]:

U (x,y, 1) =u, (x, y)e™
Vo (X, y,t)=v, (x, y)e™ (20)

W, (X, y, t)=w,(x,y)e"
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En reportant ces dernieres expressions dans les relations
fondamentales (16) et (18) on obtient respectivement les
fréquences fondamentales d'une  plaque croisée et
équilibrée:

L
a’\p,

{DM(1+ R*)+2(D,, + 2D, R? —i—fl(As +A2R“)}

2. RESULTATS ET DISCUSSIONS

Le matériau composite considéré dans cette étude est
le Bore/époxyde dont le mode de disposition de son renfort
est unidirectionnel. 1l est caractérisé par les grandeurs
élastiques et rapports d'orthotropie suivants [8]:

E1/E»=10, G1,/E»=0.5 et v1,=0.3

(’011 -
1
(21)
2
o :;\/:{[Dn +2(D, +2D4 R + DZZR“]—%[(BE +3B,R? A, +R*(3B,, + BZBRZ)A;]} (22)
S 1
Avec :

A1 =(A11 +A66R2)(A66 +A11R2)_(A12 +A66 )ZR2
A, =2(A, +Ag)+A,R* +A R’
A=A, +A R +(A, +A R’ (23)
et:

AZ’L = (All + AGGRZ)(AGG + AZZRZ)_(AH +A66 )2 R2
A, =(A, +A4R?)(B, +3B,R?)-(A, + A, J3B,, +B,R?R?

A, =(Ay +A,R?)(3B, +BLR?)-(A, +Ay )(B,; +3B4R?)
(24)
L'application de la méthode de Ritz (13) est nécessaire

pour l'obtention des fréquences d'oscillation libre des
plaques encastrées.

80 °
§ 7 s : bord en appuis simples '/
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Figure 2 : Variation de la fréquence fondamentale en fonction du
rapport a/b de la plaque croisée [0°/90°] 2s sous différentes
conditions aux frontiéres

Dans la littérature l'analyse de différents matériaux
composites a renforcement unidirectionnel nécessite un
rapport d'orthotropie Ei/E, variant de 1 a 50 selon le
matériau composite utilisé. Les paramétres Gi/E; et viy
sont fixés vu leur faible influence sur la variation des
fréquences propres a comparer avec celle du rapport E1/E,.

7
stratifié symétrique
é.‘ G - orthotrope(B,,=0)
1]
8 L
cC
m 5- o 0
=] . [0° 1907,
L
“é 4 - [0° /907,
-c L
5
g 3
£ f
(0]
O -
o 2 [0°/90°]
| BN NENNL N NENNL NN BENNL N RN |
0 10 20 30 40 50
E./E,

Figure 3 : Variation de la fréquence fondamentale en fonction du
rapport E1/E2 de la plaque croisée [0°/90°] 2s en appuis simple

Afin de mieux comprendre l'influence des paramétres
de renforcement et de configuration des plaques composites
considérées sur leur comportement vibratoire, on a
représenté sur la figure 2 I'évolution de la fréquence
fondamentale en fonction du rapport longueur/largeur R du
stratifié croisé antisymétrique [0/90],s et de celui du
symeétrique orthotrope avec la variation des conditions aux
frontieres sur les quatre cotés des plaques. On remarque que
lorsque les bords de la plaque sont encastrés, elle devient
plus rigide entrainant l'augmentation de sa fréquence.
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La variation de la fréquence fondamentale en fonction
du rapport d’orthotropie E1/E; est représentée sur la figure
3. On a considéré le cas d’un stratifié croisé¢ antisymétrique
dont le nombre de couches est égale a 2, 4 et 6 et aussi le
cas d’un stratifié croisé symétrique orthotrope.

La variation de la fréquence fondamentale en fonction
du rapport d’orthotropie E1/E; est représentée sur la figure
3. On a considéré le cas d’un stratifié croisé antisymétrique
dont le nombre de couches est égale & 2, 4 et 6 et aussi le
cas d’un stratifié croisé symétrique orthotrope. Les résultats
obtenus montrent que le couplage membrane-flexion réduit
la valeur de la fréquence fondamentale et qu’elle tend
rapidement vers la solution des stratifiés symétriques
orthotropes lorsque le nombre de couches augmente et le
rapport d’orthotropie Ei/E, s’éloigne de la valeur 1. Ce
résultat est bien en accord avec celui obtenu par [7] (figure
4).

40
(0°190°]
[0°/90)
30} g
o ~
L
A
o stratifié orthotrope
% (By1=0)
Q 20 \\:\
N
@
MR "
[0°/90°)
0 05 1 1.5 2
ab
Figure 4: Comparaison de la variation de la fréquence
fondamentale en fonction du rapport a/b d'une plaque

rectangulaire, constituée d'un stratifié croisé [7]

La considération de différents stratifiés équilibrés, a
plusieurs géométries et orientations des fibres de bore
renforcant la matrice époxyde, permet de montrer
respectivement sur les figures 5a et 5b I’évolution de la
fréquence fondamentale en fonction de 1’angle d’orientation
des fibres 6 renforgant une plaque carrée (R=1) et une
rectangulaire de géométrie a=2b (R=2). De plus, pour mieux
examiner ’effet du couplage membrane-flexion/torsion sur
la variation de la fréquence propre, on a considéré des
stratifiés équilibrés avec différents nombres de couches

Les résultats obtenus montrent que la fréguence
fondamentale dépend de 1’angle d’orientation du renfort.
Nous constatons alors qu'au fur et a mesure que le nombre
de couches composantes augmente, les coefficients de
couplage Bis et Bys deviennent négligeables en entrainant
I'accroissement de la valeur de la fréquence fondamentale.

30
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Fréquence fondamentaleoi:
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Figure 5 : Variation de la fréquence fondamentale en fonction de
I’orientation du renfort des plaques stratifiées équilibrées sous
appuis simples de formes (a) carrée, (b) rectangulaire

Dans ce cas, elle tend rapidement vers les solutions des
stratifiés symétriques et orthotropes quelque soit la forme
géométrique de la plaque composite. Ce résultat est en
accord avec celui obtenu par [7] (figure 6).

stratifié orthotrope
(BygetByg =0)

yy82\/ p, /Er h°

20 25
0 (degré)

30 35 40 45

Figure 6: Comparaison de la variation de la fréquence
fondamentale de vibration d'une plaque carrée, constituée d'un
stratifié équilibré en fonction de l'orientation © [7]
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CONCLUSION

L'objectif de ce travail était danalyser le
comportement vibratoire de plaques composites stratifiées
en bore/époxyde et a différentes séquences d'empilement
sous l'effet de certains paramétres géométriques, de
renforcement et de conditions aux frontiéres.

Les résultats obtenus ont montré lI'importance du degré
d'anisotropie du matériau et de la forme rectangulaire des
plagques composites sur la valeur de la fréquence propre.
L'influence de la séquence d'empilement sur I'évolution de
la fréquence de vibration des stratifiés antisymétrique a été
mise en évidence par le développement de la méthode de
Ritz a partir des conditions aux frontiéres imposées.

Il a été ressorti que le couplage membrane-
flexion/torsion est responsable de l'accroissement de la
fréquence fondamentale jusqu'a atteindre celle des stratifiés
symétriques orthotropes lorsque le nombre des couches
composantes augmente.
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